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1 Os espacios euclidianos

O espacio euclidiano é o obxecto matemdtico que mellor se corresponde (en dimensiéns
baixas) coa intuicién primitiva de espacio fisico. E o0 marco no que Euclides elaborou
a primeira formalizacién dunha xeometria, ao escribir o primeiro tratado matematico
deductivo, os Elementos, e del toman o nome. Neste capitulo, ademais de definir e estudiar
a estructura que o caracteriza, introdicense os elementos béasicos para o seu tratamento

topoléxico.
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O espacio vectorial R?

Imos traballar no espacio vectorial R”. Se consideramos dous elementos,
r=(r1,22,...,25) € y=(Y1,Y2,---,Yp),
expresados en funcion das stas coordenadas cartesianas, o vector suma é
r+y = (T1+y, T2+ Y2, ..., Tp+Yp).
Se a € R é un escalar, o vector producto de a por = ten coordenadas

a-x = (a -2, a To,...,a Tp).
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O producto escalar

O noso punto de partida sera o espacio vectorial RP provisto da sia estructura eucli-
diana, ou sexa, do producto escalar (ou interno)

(z,y) = Zle TiY; - (1)

Sexan x,y € RP, a € R. O producto escalar é unha funcién
(,):RPXRF — R
coas seguintes propiedades:

I <1‘,y+z> = <:17,y> + <$,Z>
(x+y,2) = (x,2) + (y,2)
(az,y) = a(z,y) = (z,ay)

T (z,y) = (y,2)

IIT (z,2) =0 sse =0

IV (z,z)

v
o
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O producto escalar permite definir a norma do vector =,

I ll= Viw,z) = V20 7 (2)

Lema 1.1 Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[y <zl 1yl (3)

onde x,y € RP.

iz [ <zl lyll - (4)

Lema 1.2 Sexan x,y € RP, a € R. Verificase:
L. |z][>0,ellz]=0ssex =0
2. |l az || = lal. [| = |
Sl +yll <zl + [yl

As duas primeiras propiedades enunciadas son inmediatas. A terceira é a desigualdade
de Minkowski ou desigualdade triangular.
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Distancia euclidiana

A partir do producto escalar pédense medir o dngulo entre dous vectores, mediante a
férmula

(. y) =l Nyl cos(z,y),

e a distancia entre dous puntos.

Definicion 1.3 Chamamos distancia euclidiana entre dous puntos x e y de RP, e a
denotamos por d(z,y), & norma de z — v,

d(z,y) =llz—yll= VXL @ —u), (5)

onde x = (z1,...,%p) ey = (Y1, .., Yp)-

A seguinte proposicién enuncia as propiedades caracteristicas da distancia. A terceira
é conecida como desigualdade triangular, é consecuencia da desigualdade de Minkowski.

Proposicion 1.4 A distancia euclidiana ten as sequintes propiedades:

d(z,y) >0, e d(z,y)=0 sse z=y

d(z,y) = d(y, z) (6)

d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2)
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Identidade do paralelogramo

A seguinte propiedade denominase identidade do paralelogramo. Afirma que a suma
dos cadrados das lonxitudes das diagonais dun paralelogramo ¢ igual &4 suma dos cadrados

das lonxitudes dos lados.

Proposicion 1.5 Sexan z,y € RP. Verificase:

le+ylP+lz—yllP=20l=>+ 1yl (7)




Bolas e relacions métricas




Distancia entre conxuntos

Lema 1.9 Dado un conzunto A e puntos x,y en RP, cumprese

|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).




Diametro dun conxunto
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Conxuntos abertos e pechados

Os conceptos que imos considerar agora son a base da formalizacion moderna da topo-
loxia, alicerces establecidos contra os anos 13 deste século. E unha forma menos directa
ou intuitiva que a que se obtén a partir do concepto de limite ou converxencia, utilizado
no estudio de funciéns dunha varidbel real e que nés consideraremos de contado, pero que
resulta, como teremos ocasion de comprobar, moito mais versatil.

Definiciéon 1.11 Un subconxunto U de RP é aberto se para todo punto de U existe
unha bola aberta de centro o punto completamente contida en U,

relU = 3, >0|By(z,7,) CU. (8)
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Espacios e subespacios

Definicion 1.12 Dado X C RP, un punto x € X e un nimero real positivo 7,
chamaremos bola aberta de centro z e raio r en X ao conxunto

Bx(z,r) = Bp(z,r) N X. 9)

Diremos que un conxunto U C X ¢ aberto en X se para cada punto de U existe
unha bola aberta en X de centro o punto completamente contida en U.

Cando traballemos en X e non en todo RP, falaremos do espacio X, para indicar que
consideramos abertos relativamente a X. Cando se quere enfatizar que se trata de abertos
en X e non en RP, aos abertos en X se lles dird abertos relativos.

En ocasiéns traballaremos cun espacio X e outro E, con £ C X. Para nos referir
brevemente a esta situacion, diremos que E é un subespacio de X. Por exemplo, se
traballamos ao tempo no espacio X, con X C RP, e tamén en RP, normalmente nos
referiremos a X como subespacio de RP.
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Propiedades dos conxuntos abertos

Teorema 1.13 Os conxuntos abertos verifican as sequintes propiedades:
1. O espacio total X € un conzunto aberto.
2. O conzunto baleiro () € aberto.

3. Se {Ux, A € A} son conzuntos abertos, a sia union

U=Ju

AEA
€ un conzunto aberto.

4. SeU eV son conzuntos abertos, a sia interseccion U NV é un conzunto aberto.

Corolario 1.14 Un conxzunto € aberto sse € union de bolas abertas.
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Abertos relativos

Proposicion 1.15 Un conzunto U C X € aberto en X sse existe un conzunto V aberto
en RP tal que U =V N X.

1.16 Se E C X é un subespacio de X, da caracterizacion dada na proposicion séguese
que os abertos relativos en E son precisamente aqueles conxuntos U C E para os que
existe un aberto V en X tal que U =V N E.
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Conxuntos pechados

Definicion 1.17 Chamase conzunto pechado en X a todo conxunto complementar

de un aberto.

Proposicion 1.18 Os conxzuntos pechados tenen as sequintes propiedades:
1. O conzunto baleiro O é pechado.
2. O espacio total X € un conzunto pechado.

3. Se {F\, A € A} son conzuntos pechados, a sia interseccion

F:ﬁFA

A€A

€ un conzunto pechado.

4. Se F' e G son conzuntos pechados, a sia union F'UG é un conzunto pechado.

Proposicion 1.19 Un subconzunto F' de X € pechado sse existe un subconzunto pechado
G de RP tal que F =GN X.
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2 Converxencia

Se o concepto de conxunto aberto é a base da formalizacién moderna da topoloxia con-
xuntista, os conceptos de limite e de converxencia foron o punto de partida. De feito,
para moitos matematicos de principios do século XX, a idea de limite dunha sucesion era
a nocion topoloxica fundamental. Para nds vai seguir xogando un papel central, especial-
mente en calculos concretos. Mais adiante veremos que, para certos espacios abstractos,
a converxencia de sucesiéns non abonda.
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Sucesions

Definicion 2.1 Unha sucesion nun espacio X é unha aplicacién de N en X,

s:N— X.

Normalmente designaremos por x,, a imaxe de n, x,, = s(n), e denotaremos a sucesion
por {z,}. Asi, ao escribirmos {z, } sobrentendemos que o indice n percorre o conxunto N.
En todo caso, esta notacion non debe conducir a identificar a sucesién co conxunto imaxe,
formado polos puntos x,,. Na sucesién importan os puntos e importan os seus nomes.



taboa | indice |

Converzencia de sucesions

Definicién 2.2 Unha sucesién {z,} no espacio X converze a un punto zo de X se
para cada bola aberta de centro xg, digamos, Bx (z, ), existe un enteiro ng tal que
para n > ng tense x, € Bx(xo,7).

Diremos, neste caso, que {x,} é unha sucesidn converzente, e escribiremos

{z,} — zo, ou lim,_ .z, = x.

Diremos, tamén, que xq € o limite da sucesion.

Denominar cola dunha sucesién ao conxunto de termos da mesma a partir dun dado,
ou sexa, aos termos x,, con n > ng, permite abreviar a anterior formulacién: unha sucesion
converxe a un punto gy se toda bola aberta de centro xy contén unha cola da sucesion.

Lema 2.3 Se unha sucesion {x,} converze, o limite é inico.
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Reducerion da converxencia d de sucesions numéricas

Proposicion 2.4 Sexa X un espacio. Unha sucesion {x,} converze a xo sse a sucesion
numérica d(x,,xo) converze a cero.

En RP, unha sucesion {x,} converze a 0 sse a sucesion numérica das normas, {||z,||},
converze a 0 en R.

A converxencia de sucesions no espacio euclidiano vén determinada pola converxencia

de sucesions numéricas.

Proposicion 2.5 Sexan x, = (Tp1,Tn, . .., Tnp) puntos de RP. A sucesion {x,} converze
en RP sse cada sucesion {x,;} converze en R.
De forma precisa, cada sucesion {x,;} converze a xq; sse a sucesion {x,} converze a

Ty = ($01,$02, ‘e ,$0p)-



Subsucesions

Asi, {yx} é unha subsucesién de {z,} se yr = x,, e verifica

k<l=mn,<ng.

Lema 2.7 Toda subsucesion dunha sucesion converxente € converrente e converre ao
mesmo punto que a sucesion de partida.
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Converzencia e topoloxia

A converxencia permite caracterizar a topoloxia dos espacios que estamos a estudiar
e, logo, calquera concepto ou propiedade que s6 dependa dela. Imos xustificar esta afir-
macion demostrando que permiten caracterizar os conxuntos pechados.

Antes de nada, ofreceremos unha maneira moi practica e natural de construir sucesions
converxentes. Convén enfatizar que, practicamente sempre, cada vez que necesitemos
construir unha sucesion converxente imos recorrer a este método. De feito, condensa a
idea clave para xeneralizar o concepto mesmo de converxencia a espacios mais abstractos.

Recordemos a propiedade de R de ser arquimediano: dado x € R existe un enteiro
natural N tal que = < N. Na proba do lema que segue, imola utilizar para x = 1/r.

Lema 2.8 Sexa x un punto de X. Tomemos para cada n € N un punto x, da bola
Bx(z,1/n). A sucesion {x,} asi formada converze a x.
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Puntos de acumulacion

Introduciremos agora un concepto de grande interese na relaciéon entre converxencia e
topoloxia, que nos permitira caracterizar os conxuntos pechados utilizando converxencia.

Definicion 2.9 Chamase punto de acumulacion dun conxunto E a un punto z tal
que para todo r > 0 se cumpre

(Bx(,r) — {z}) N E #0.

O conxunto de puntos de acumulacién de E denominase conzunto derivado, e se denota
por E’. A razén do nome é que, para que tena sentido a nocién de derivada dunha apli-
cacién nun punto do seu dominio, éste debe ser de acumulacion.

Lema 2.10 Sexa x un punto de acumulacion dun conzunto E. Enton toda bola de centro
x contén unha infinidade de puntos de E.
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Caracterizacion dos conxuntos pechados

Teorema 2.11 Un conzunto E en X € pechado sse contén todos os seus puntos de acu-
mulacion.

O seguinte é un procedemento 1til para saber se un punto é de acumulaciéon. Obsérvese
que a condiciéon no enunciado a seguir de ser x, # x para cada n se verifica automatica-
mente se v ¢ E.

Proposicion 2.12 Sexa E un subconxzunto de X. Un punto x é de acumulacion de E
sse existe unha sucesion {x,} de puntos de E, todos diferentes de x, que converze a x.

Xa que un conxunto ¢ pechado sse contén todos os seus puntos de acumulacion, séguese
a seguinte caracterizacion:

Teorema 2.13 Un subconzunto E de X € pechado sse o limite de toda sucesion conver-
zente de puntos de E estd en E.
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Sucesions de Cauchy

Definicién 2.14 Dise que unha sucesién {z,} nun espacio X é unha sucesion de
Cauchy se dado un ntimero real positivo € existe un enteiro ng tal que se n, m > ng,
daquela d(z,, z,,) < €.

Proposicion 2.15 Toda sucesion converxente é de Cauchy.
Lema 2.16 O conzunto de puntos dunha sucesion de Cauchy € limitado.
Lema 2.17 Toda subsucesion dunha sucesion de Cauchy é de Cauchy.

Proposicion 2.18 Sexa {x,} unha sucesion de Cauchy en X. Se a sucesion ten unha
subsucesion converxzente, daquela ela mesma € converzente.

Proposicion 2.19 Sexa {x,} unha sucesion en X. Se o conzunto formado polos puntos
da sucesion ten un punto de acumulacion, daquela existe unha subsucesion converzente a
este punto.

Corolario 2.20 Se o conzunto de puntos dunha sucesion de Cauchy ten un punto de
acumulacion, enton a sucesion converxe a este punto.
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A completitude de R

2.21 Principio do Supremo Todo conxunto non baleiro de numeros reais limitado
superiormente ten supremo.

Definicion 2.22 Unha sucesion contractiva de intervalos pechados é unha familia
{I,, n € N} de intervalos pechados tal que I, D I, 4.

2.23 Postulado dos Intervalos Encaixados Toda sucesion contractiva de intervalos
pechados ten interseccion non baleira.

Lema 2.24 Seza I, unha sucesion de intervalos encaizados en R. Se as lonzitudes 1(I,,)
dos intervalos converxen a cero, a sua interseccion contén, ao sumo, un punto.
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Completitude de RP

Definicion 2.25 Chamase bloque en RP ao producto cartesiano de p intervalos
pechados. Dados nimeros a; < by, ay < bg,...,a, < b,, queda determinado un

bloque C,

C = {(z1,22,...,70p) | @i <z; < b, i =1,2,...,p}.

O seguinte resultado serd a nosa primeira forma de aseverar que RP é completo. En
analoxia co Postulado dos Intervalos Encaixados, o denominamos Teorema dos Bloques
Encaizados.

Teorema 2.26 Sexa {Cy,k € N} unha sucesion contractiva de bloques non baleiros en
R?, contractiva no sentido de que Cy D Cy D --- D Cy D ---. Enton existe un punto en
RP que pertence a todos os bloques.
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Teorema de Bolzano- Weierstrass

Lema 2.27 Un conzunto de RP ¢ limitado sse estd contido nun bloque.

Teorema 2.28 (de Bolzano-Weierstrass) Todo subconzunto infinito e limitado de
R?P ten un punto de acumulacion.

Corolario 2.29 Toda sucesion limitada en RP ten unha subsucesion converxente.

Teorema 2.30 En RP toda sucesion de Cauchy € converzente

Proposicion 2.31 A condicion de converxzencia das sucesions de Cauchy en R implica
o postulado dos intervalos encaizados.
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3 Continuidade

No estudio de calquera estructura matematica un ingrediente fundamental o constitiien
as aplicacions compatibeis con tal estructura. Asi, as aplicaciéns lineares entre espacios
vectoriais, ou os homomorfismos de grupos. As estructuras topoloxicas corresponden as

funcions continuas.



Funcions continuas




Continuidade uniforme

Proposicion 3.3 A imaze dunha sucesion de Cauchy {x,} por unha aplicacion uni-
formemente continua f: X — Y € unha sucesion de Cauchy.
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Composicion de funciéns continuas

Teorema 3.4 Sexan f: X — Y e g: Y — Z dias aplicacions. Sexan y = f(z) e z =
g(y). Se f é continua en x e g é continua eny, daquela a sia composicion, gof: X — Z,
€ continua en x. En particular, a composicion de aplicacions continuas € unha aplicacion
continua.
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Continuidade global

Teorema 3.5 Sexa f: X — Y unha aplicacion. As sequintes condicions son equivalen-
tes:

1. f € continua .
2. A imaze reciproca por f de todo conzunto aberto en'Y € un conzunto aberto de X.
3. A tmaze reciproca por [ de toda bola aberta en'Y € un conzunto aberto de X.

4. A imazxe reciproca por f de todo conzunto pechado en'Y € un conxunto pechado de
X.



Cobertura
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Funcion combinada

Sexa U = {U,, A € A} unha cobertura de X. Sexan fy: Uy — Y aplicaciéns tales que

HUONU, = fJUxNU, paratodo A, pn€A.

Daquela, pédese definir unha aplicacion f: X — Y por

flz) = fa(z) se xz€A.

A aplicacién f asi construida chamase aplicacion combinada da familia de aplicacions

{fx, A € A}.

Teorema 3.7 Sexald = {Ux, A € A} unha cobertura aberta de un espacio X, {fr, A € A}
unha familia de aplicacions continuas con dominio cada aberto Uy e rango un espacio
Y. Se as restriccions ds interseccions dos dominios coinciden, a aplicacion combinada
resultante € unha aplicacion continua.

O mesmo ocorre se a cobertura € pechada e finita.
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Continuidade secuencial

xg, a sucesiéon imaxe, {f(x,)}, converxe a f(xg).

os puntos do seu dominio.

Definicion 3.8 Sexan X e Y espacios. Unha aplicacion f: X — Y dise secuencial-
mente continua nun punto zo de X se para cada sucesiéon {z,} en X converxente a

A aplicacién dise secuencialmente continua se é secuencialmente continua en todos

Esta forma de continuidade denominase continuidade secuencial. No noso contexto é
equivalente & continuidade. Pdédese expresar brevemente dicindo que limites e aplicacions

continuas conmutan,

fim, o z,) = lim, o f(z,).

(10)

Teorema 3.9 Sexan X e Y espacios. Unha aplicacion f: X — Y € secuencialmente

continua nun punto xo sse € continua no punto.
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Restriccion de funcions

Definiciéon 3.10 Dado un subespacio E de un espacio X e unha aplicacion con
dominio X, f: X — Y, denominase restriccion de f a E, e se denota f|g, & aplica-
cion de FenY,

fle = foi

composicion da inclusion de E en X e da aplicacion dada.

Proposicion 3.11 A restriccion f|g a un subespacio E de X de unha aplicacion con-
tinua f: X — 'Y € unha aplicacion continua.

Lema 3.12 Sexa E un subespacio aberto dun espacio X. Daquela, que unha aplicacion

f: X =Y sexa continua nun punto xo de E equivale a que a sia restriccion f|g sexa
continua en xg.
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Conxuntos densos

Definicion 3.13 Sexa X C RP un espacio. Un subconxunto E de X é denso se
todo punto z ¢ E é punto de acumulacién de E.

Proposicion 3.14 Un subconzunto E de un espacio X € denso sse interseca toda bola,

ou sexa, sse

EﬂBx(l’,T)#Q

para todo x € X e para todo r > 0.

Proposicion 3.15 Un subconzunto E de un espacio X ¢é denso sse para todo punto
x € X existe unha sucesion {x,} de puntos de E tal que {x,} converze a x.
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Extension de funcions

Definicion 3.16 Sexa E un subespacio de un espacio X, f: E — Y unha aplica-
cién continua. Chamase extension de f a unha aplicacién continua F': X — Y que
restrinxida a E coincida con f, Floi = f.

Ou sexa, que faga conmutativo o diagrama

B f Y
e
-
—
1 -
—~ F

e

X

Lema 3.17 Sexa E un subespacio denso de X, denotemos por i a inclusion, i: E — X.

Sexa f: E — Y unha aplicacion continua. Se existe unha extension F': X — Y de f, €
unica.

Teorema 3.18 Sexa E un subespacio denso de X C RP, denotemos por i a inclusion,
1: E — X. Sexa Y un subespacio pechado de RY. Sexa f: E — Y wunha aplicacion
uniformemente continua. Enton, f admite unha extension g: X — Y, que € unica e
uniformemente continua.
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Homeomorfismos

Definicion 3.19 Sexan X C RP, Y C R? dous espacios. Diremos que unha aplica-
cién h: X — Y é un homeomorfismo se é continua, se admite inversa, h™!1: Y — X,
e a inversa tamén é continua.

Cando entre dous espacios X e Y existe un homeomorfismo, dise que son homeo-
morfos, e se escribe

X=Y

Proposicion 3.20 A composicion de homeomorfismos € un homeomorfismo.

Dun xeito algo formal e reduccionista, poderiase dicir que a topoloxia se ocupa do
estudio daquelas propiedades que se conservan por homeomorfismos, as denominadas
propiedades topoloxicas. Moitas das propiedades que imos considerar, por exemplo, a
compacidade e a conexidade que estudiaremos no proximo capitulo, son topoléxicas. Do
feito de seren os homeomorfismos aplicacions bixectivas segue que a cardinalidade dun
conxunto é unha propiedade topoldxica. O ser limitado, por contra, non é unha propiedade
topoldxica, como se deduce do feito de ser un intervalo aberto e a recta toda enteira
homeomorfos.
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4 Compacidade e conexidade

En Analise estudiouse que unha funcioén real continua con dominio un intervalo pechado
alcanza o méaximo e o minimo. Esta importante propiedade non é exclusiva de estas apli-
cacions, vai ser certa en moitas situaciéons comuns. O concepto de compacidade permite
dar a resposta mais xeral.

Tamén se estudiou que, na situacion considerada, a funcién alcanza todos os valores
intermedios. A conexidade vai dar a resposta mais xeral. Formaliza unha idea intuiti-
vamente simple, que resulta efectivamente simple en R, mais moito menos previsibel en
dimensiéns superiores.
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Condicion de Borel-Lebesgue

Definicion 4.1 Sexa X un espacio, E un subconxunto de X. Unha cobertura de
E é unha familia U de subconxuntos de X cuxa unién contén E,

E C Uy U-

Definicion 4.2 Sexan X C RP un espacio, E un subconxunto de X e U unha
cobertura de E. Unha subcobertura de U é unha subcoleccion V C U que tamén é
unha cobertura.

A seguinte condicion, que utilizaremos como definicién de compacidade, é a condicion
de Borel-Lebesgue.

Definicion 4.3 Dise que un subconxunto K de X é compacto se de toda cobertura
aberta de K se pode extraer unha subcobertura finita.
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Teorema de Heine-Borel

Proposicion 4.4 Todo conzunto compacto € pechado.
Proposicion 4.5 Todo conzunto compacto é limitado.

Sexa ¢ = (c1,¢2,...,¢p) un punto de RP, r > 0. Consideraremos o cubo L(c,r), de
lado 2r e centro o punto c,

Lic,r)=lca—riaa+r] X|ca—rco+71] X ... X [cp—r,cp+71].

A diagonal do cubo ten lonxitude A(L) = 2r-/p

Proposicion 4.6 Todo cubo Lic,r| é un subconzunto compacto de RP.
Proposicion 4.7 Todo subconzunto pechado dun compacto ¢ compacto.

Teorema 4.8 (Heine-Borel) Un subconzunto de RP é compacto sse é pechado e limi-
tado.

Corolario 4.9 Todo conxunto compacto non baleiro de niumeros reais alcanza o mdximo
e 0 minimo.
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Outras caracterizacions da compacidade

Proposicion 4.10 Sexa K un subconzunto de RP. As sequintes condicions son equiva-
lentes:

1. K € compacto.

2. (condicién de Bolzano-Weierstrass) Todo subconzunto infinito de K ten un punto
de acumulacion en K.

3. (Compacidade secuencial) Toda sucesion de K ten unha subsucesion converzente en

K.

4. K € pechado e limitado.

Producto de conxuntos compactos

Proposicion 4.11 Sexan A C RP, B C R? dous conzuntos secuencialmente compactos.
O seu producto A x B C RPT tamén € secuencialmente compacto.
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Compacidade e continuidade

Teorema 4.12 Sexa f: X — Y wunha aplicacion continua, K un subconxunto compacto
de X. A imaze de K, f(K), € un conzunto compacto en'Y .

Corolario 4.13 A compacidade € unha propiedade topoloxica.

4.14 Exemplo A recta R e o intervalo unidade pechado [0, 1] non son homeomorfos,
pois o intervalo pechado é compacto e a recta, non. O

Teorema 4.15 Un subconxunto non baleiro K de RP é compacto sse a imaxe de toda
aplicacion real continua con dominio K, f: K — R, alcanza o mdzximo e o minimo.



Continuidade uniforme

Teorema 4.17 Toda aplicacion continua con dominio compacto é uniformemente conti-
nua.
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Conexidade

Definicion 4.18 Sexa X un espacio, U e V subconxuntos de X. Dise que U e V'
forman unha separacion do espacio X cando ambos os conxuntos son abertos, son
disxuntos e a stia unién ¢é todo X. A separacion denédtase (U | V).

Cando, ademais, U e V son os dous non baleiros, dise que é unha separacion non
trivial.

Definicion 4.19 Dise que un espacio X é conero se non admite ningunha separa-
cién agas a trivial.

Teorema 4.20 O intervalo pechado unidade [0,1] € conexo.
Teorema 4.21 A imaze continua dun conzunto conexo € un conzunto conero.

Corolario 4.22 A conexidade é unha propiedade topoloxica.
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Algins conxuntos conexos

Lema 4.23 Dado un espacio X e unha separacion (U | V) de X, todo subconzunto
conexo E de X verifica E CU ou B CV.

Proposicion 4.24 Un espacio X € conexo sse dous puntos calquera de X estan contidos
nun subconxunto conexo.

Proposicién 4.25 1. Sexan X,Y C RP conexos, con X NY # 0. Daquela X UY ¢
conexo.

2. A union Uyep Ey de conzuntos conexos que se intersecan dous a dous,
ExNE,#0,\peA,

é un conzunto conexo.
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Aplicacions da conexidade

Proposicion 4.26 Sexa X un espacio conezxo, f: X — R, unha funcion real continua.
Se [ alcanza dous valores x ey, alcanza calquera valor intermedio.

Corolario 4.27 Non existe ningunha aplicacién continua inzectiva de R? en R.

Corolario 4.28 Toda ecuacion de grao impar con coeficientes reais ten cando menos
unha raiz real.
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Conxuntos compactos e conexos

Teorema 4.29 Un conzunto compacto e conexo X en R con mdais dun punto é un inter-
valo pechado.

Corolario 4.30 Toda aplicacion real continua f con dominio un espacio compacto e
conexo X, alcanza un valor minimo m, un valor maximo M e todo valor intermedio.

Corolario 4.31 Toda aplicacion continua dun intervalo pechado en si mesmo ten un
punto fizo.

Dous puntos dunha circunferencia dinse antipodas se son extremos dun mesmo didme-
tro. No caso dunha circunferencia de centro a orixe os pares de puntos antipodas son da
forma x, —x.

Corolario 4.32 Toda aplicacion real continua dunha esfera aplica algun par de puntos
antipodas no mesmo punto tmazxe.
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