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Desde antigo, o concepto de simetria ten sido unha fonte de inspiracién para
artistas, enxefieiros e cientificos. Ainda que a idea de simetria estd xa presente nas
Matematicas desde as suas orixes, a sua formulacién matemaética precisa, que ten que
ver coa existencia dun grupo de transformaciéns, comezouse a forxar no século XIX.
Especialmente influentes foron os traballos do matemaético francés Evariste Galois
(1811-1832), do noruego Sophus Lie (1842-1899), do alemén Felix Klein (1849-1925)
e do francés Elie Cartan (1869-1951).

O propdésito deste artigo é explicar dun xeito elemental e intuitivo que entende-
mos por grupo de simetrias dunha ecuacién (ou sistema de ecuaciéns) e ver como a
existencia de simetrias pode axudarnos a resolver tal ecuacién. Para unha introdu-
ciéon mais pormenorizada a este interesante campo, pddense consultar os libros da
bibliograffa.

A idea de Galois. Simetria nas ecuacidons alxébricas

Durante moito tempo os matematicos preguntaronse se seria posible resolver
calquera ecuacion alxébrica (é dicir, polinémica) nunha variable en termos de ope-
racions elementais e radicais. A comezos do século XIX sabiase que isto era posible
para ecuacions de ata orde 4: hai formulas concretas que nos dan todas as posibles
soluciéns de xeito exacto. Pero, que pasaria para ordes superiores?

Motivado por esta cuestién, Galois (cando ainda non tina vinte anos) desen-
volveu unha profunda teoria que vén a relacionar o estudo de corpos co de gru-
pos e que, en particular, d4 unha resposta 4 pregunta anterior. Asi, se p(z) =
A" + ap_12"" 1 4+ - + a1z + ap = 0 é unha ecuacién alxébrica nunha variable
e con coeficientes racionais, esta é resoluble por radicais se e s6 se o seu grupo
de Galois ¢é resoluble. Expliquemos estes dous tltimos conceptos. Por unha ban-
da, que un grupo G sexa resoluble quere dicir que existe unha cadea de subgrupos
G = Gp D G1 D -+ D Gj = {1} rematando no grupo trivial e tal que G;y; sexa
subgrupo normal de G; e o grupo cociente G;/Gj+1 sexa abeliano. Por outra ban-
da, o grupo de Galois da ecuacién vén sendo certo grupo de transformacions (i.e.
aplicaciéns bixectivas) do conxunto de soluciéns da ecuacién en si mesmo. A sia
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definicién precisa fai uso do concepto de extensiéon de corpos, pero non nos intere-
sa aqui profundizar neste aspecto. Chegue con dicir que, para algunhas ecuaciéns
polinémicas de grao n con coeficientes enteiros, o seu grupo de Galois é o grupo de
permutaciéns das stas n raices complexas, é dicir, o denominado grupo simétrico
Sp. Asi, como o grupo simétrico .S, é resoluble se e s6 se n =1, 2, 3 ou 4, 86 é posi-
ble atopar unha féormula xenérica de resolucién para aquelas ecuaciéns polinémicas
dunha variable de grao 6 sumo 4.

Galois inspirou a Lie. Simetria nas ecuacions diferenciais

O traballo de Galois sobre ecuacions alxébricas fixo que Lie se preguntase se seria
posible estender as ideas de Galois 6 caso de ecuaciéns diferenciais. Se considerando
e analizando o grupo de Galois dunha ecuacién alxébrica se conseguia informaciéon
sobre a resolucién de tal ecuacion, seria posible obter informacién sobre a resolu-
bilidade de ecuaciéns diferenciais se se considera un certo grupo de simetrias? A
resposta que deu Lie en 1874 foi afirmativa, ainda que a teoria no caso diferencial é
mais complexa ca no caso alxébrico.

O exemplo mais sinxelo de simetria nunha ecuacién diferencial é seguramente o
seguinte. Consideremos a ecuacién

dy _

= 1),

onde f é unha funcién real de variable real. Sabemos que as soluciéns desta EDO
venen dadas por

y=F.(t) = /f(t)dt +ec, ceR.

Pois ben, esta constante ¢ arbitraria é o reflexo da simetria da ecuacién. Precise-
mos isto. Para cada b € R podemos considerar as transformaciéns ¢, do conxunto
abstracto de soluciéns en si mesmo que consisten en sumar b:

wp:  {soluciéns} — {soluciéns}
F, — F.+0.

E asi, G = {¢p : b € R} resulta ser un grupo abeliano cuxa operacién é a composicién
(fixate que ¢, © Yp = Yarb € wo=id). Asi pois, dicimos que o grupo G actia no
conxunto de solucidns, é dicir, cada 3 leva soluciéns en soluciéons. O grupo G é un
grupo 1-paramétrico de simetrias da ecuacién anterior.

Formalmente, unha accion dun grupo G nun espazo X é unha aplicacion

GxX — X

tal que (gh) -z = g-(h-x) el -x = z, para todo g, h € G e todo = € X.
Outra forma moi conveniente de repensar unha accién é asi: cada g € G define unha
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transformacion bixectiva ¢q,: X — X dada por ¢4(x) = g - x. Isto é, cada elemento
do grupo pédese ver coma unha transformacién do espazo X. A existencia dunha
accién nun espazo X é a formalizacién da existencia de simetrias en X. Aqui X é
un espazo calquera: dependendo do contexto pode ser simplemente un conxunto, un
espazo vectorial, unha variedade... E G é un grupo, pero pode ter algunha estrutura
adicional. Por exemplo, se X ten unha estrutura diferenciable, a G adéditaselle pedir
que tena tamén unha estrutura diferenciable compatible coa operacién de grupo
(i.e. que a operacién de grupo sexa diferenciable). Neste caso, estamos falando dun
grupo de Lie.

En xeral, por simetria dunha ecuacién ou sistema de ecuaciéns (alxébricas, di-
ferenciais, ou do tipo que sexa) entenderemos unha transformacién bixectiva do
conxunto de soluciéns en si mesmo. As veces convén restrinxirse a simetrias mais
especiais. Por exemplo, a ecuacién alxébrica 22 +y? = 1, que ten como soluciéns os
puntos da circunferencia unidade de R?, admite unha cantidade enorme de simetrias
que nin sequera son continuas. Segundo o problema que se considere, pode interesar
restrinxirnos a aquelas simetrias que sexan difeomorfismos ou incluso a aquelas que
sexan transformaciéns lineais de R?; neste ltimo caso, o grupo de simetrias é o
grupo das matrices ortogonais O(2).

Un exemplo de simetria nunha EDO

Para concluir, amosaremos nun exemplo sinxelo, pero non trivial, como a exis-
tencia de simetrias nunha ecuacién diferencial nos permite resolvela. O problema
de como encontrar as simetrias dunha ecuacién é moi importante e, para o caso
dun grupo de simetrias diferenciable, é mais sinxelo do que un puidera crer; o lector
interesado pode consultar [2, §2.4] para mais informacién.

Consideremos a EDO dada por

du u? —x

de  u(u+z)

que est4 definida no conxunto M dos pares (z,u) € R xR tales que u # 0 e x # —u?.
A variable independente é a x e a dependente é a u. Suponiamos que atopamos a
seguinte simetria da ecuacion:

(z,u) — Nz, \u), A e R\ {0}.

Isto quere dicir que, se u(x) é unha solucién da EDO, entén @(Z) tamén o é, onde & =
Au e & = A2z. Formalmente, o que temos é a seguinte accién do grupo multiplicativo
de Lie G =R\ {0} no conxunto M onde temos definida a EDO:

GxM — M
A (z,u)) = A (2,u) = (A2, Au).

Unha vez atopada unha simetria, hai que calcular o seu zerador infinitesimal.
De xeito maéis preciso, tratase de atopar a dlrebra de Lie de G (que basicamente
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é o espazo tanxente a G no elemento neutro 1), xunto coa accién infinitesimal
inducida. Intuitivamente, consiste no seguinte. Para cada (z,u) € M, existe unha
unica orbita da accién de G pasando por (z,u). No noso caso, esta érbita é a traza
da curva a(t) = (t?z,tu), t € R\ {0}. Pois ben, tratase de saber cal é o vector
tanxente a esta curva no punto (z,u) = «(1l). Evidentemente, tratase do vector
Vigu) = @ (1) = (2tz,u)|=1 = (22,u). En notacién diferencial, v, .y = Qxa% —i—ua%.

O paso clave e que pode resultar méis complicado é atopar o cambio de va-
riables apropiado, baseandose no traballo feito. Buscaremos unhas novas variables
independente t e dependente y nas cales a EDO adopte a forma maéis sinxela de
resolver: % = f(t). Para isto, o cambio de variables (z,u) — (t(z,u),y(x,u)) te-
rd que transformar a simetria da EDO orixinal na simetria estandar da ecuacion
% = f(t) explicada na seccién anterior, é dicir, (t,y) — (t,y + ¢), ¢ € R. En par-
ticular, o jacobiano do cambio de variables ha de mandar o xerador infinitesimal
Vizu) = 2:Ea% + u% no correspondente xerador infinitesimal da simetria estandar,

que é W) = a%. E dicir:

@ @ 2:L'ﬁ + u@ =0
ox Ou (2!3) _ <0> e, ox ou
Oy Oy ) \u 1 00 %Y 4
Ooxr Ou ox ou

Obtemos asi un sistema de ecuaciéns en derivadas parciais, pero atopar unha solu-
cién é a miudo tarefa doada. No noso caso podemos pér

t(z,u) = z/u? e y(z,u) = log |ul .

Nétese que a expresion para t ten relacion coa simetria da EDO inicial (¢ é constante
6 longo das érbitas da accién). Asi, obtivemos o cambio de variables que buscabamos.
Tan s6 temos que aplicar o cambio e a EDO orixinal queda transformada en

dy 1—1

dt 1 —t+ 22

que xa se pode resolver por integracion directa.
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