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Desde os seus inicios ala a mediados do s. XIX, os grupos de Lie ténense conver-
tido nunha disciplina matematica de grande influencia dentro e féra da Matematica
Pura. A idea inicial do seu descubridor, o noruego Sophus Lie, era a de estender
a teoria de Galois para ecuacions alxébricas 6 eido das ecuacidns diferenciais, co
obxectivo de que as simetrias destas ecuacidns, convenientemente formalizadas me-
diante a nocién de grupo de Lie, puidesen axudar & sda resolucion. Posteriormente,
mateméticos de altura como Elie Cartan, Wilhelm Killing, Hermann Weyl ou Euge-
ne Dynkin desenvolveron os fundamentos da fermosa teoria abstracta de grupos de
Lie, mentres que, paralelamente, o campo de aplicaciéons desta teoria se ampliaba
mais e mais: mecanica clasica e cuantica, xeometria de Riemann, analise numérica,
relatividade, mecanica do continuo, etc.

Neste traballo presentamos unha rapida introducién a un dos multiples aspectos
dos grupos de Lie: a teoria de estrutura dos grupos compactos. O noso obxectivo
serd o de construir, para o caso particular do grupo SU(3), duas configuraciéns
xeométricas que codifican a sta informaciéon fundamental: o seu sistema de raices
e, a partir deste, o seu esqueleto ou diagrama de Dynkin.

A bibliografia existente sobre grupos de Lie é enorme, polo cal aqui simplemente
citamos un par de referencias. Unha introducién asequible e co enfoque dirixido 6
estudo de ecuaciéns diferenciais é [3]. Unha exposicién bastante completa sobre
grupos matriciais pédese atopar en [1]. Unha referencia mais avanzada é [2], onde
se pode atopar unha introducién & teoria dos sistemas de raices (Capitulo II).

Grupos de Lie, grupos de matrices e alxebras de Lie

Un grupo de Lie é un grupo (i.e. un conxunto cunha operacién asociativa, con
elemento neutro e inversos) que é 4 stia vez unha variedade diferenciable (recérdese
que as variedades son xeneralizacions a dimension superior das curvas e das superfi-
cies), e tal que a operacién de grupo e a inversién son aplicaciéns diferenciables. Os
principais exemplos de grupos de Lie son os grupos de matrices, é dicir, subgrupos
do grupo GL(n,K) das matrices n x n invertibles con coeficientes no corpo K dos
reais R, dos complexos C ou dos cuaternios H. No caso dos grupos de matrices, a
operacién é a multiplicaciéon de matrices, o elemento neutro é a matriz identidade,
e a inversion é a inversién usual de matrices.
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Asociado a todo grupo de Lie G existe un obxecto que contén a sia informacion
mais relevante dun xeito méis manexable: a sua dlrebra de Lie g. Esta definese coma
0 espazo tanxente é grupo no elemento neutro, 177G, xunto cunha certa operacion
interna anticonmutativa e bilineal denominada corchete de Lie [-,-]. En particular
toda dlxebra de Lie é un espazo vectorial. Se G C GL(n,K) é matricial, g consiste
nas derivadas A’(0) € M,x,(K) de todas as curvas A: t — A(t) € G tales que
A(0) = I. Equivalentemente, tratase de todas as matrices de M,,x,(K) tales que
sumadas & identidade I da un elemento de GG ata orde 1. O corchete de Lie de dous
elementos X, Y da dlxebra de Lie g dun grupo matricial é simplemente o conmutador
de ambas matrices, [X,Y] = XY - Y X.

Por exemplo, o grupo especial unitario G = SU(n) das matrices complexas
unitarias con determinante 1 é un subgrupo de GL(n, C). En efecto, se A, B € G, por
definicién A*A =T e B*B=1,cocal (AB)*(AB)=1Te (A"1)*A™! = (AA*)"! =
I; e como det A = det B = 1, tamén det AB = 1 e det A=! = 1. Calculemos a
sta alxebra de Lie g = su(n). Sexa A:t — A(t) € G tal que A(0) = I. Entén
A(t)*A(t) = I e, derivando, A'(t)*A(t) + A(t)*A'(t) = 0; avaliando en 0 obtemos
A'(0)* + A’'(0) = 0, i.e. A'(0) é unha matriz antihermitiana. Por outra parte, como
det A(t) = 1, derivando en 0 temos que tr A’(0) = 0 (a diferencial da funcién
determinante é a funcién traza). Asi dedicese que

g=su(n) ={X € Mpxn(C): X*+X =0, tr X =0}.

Obsérvese que o corchete de Lie de dias matrices de g d4 unha matriz de g.

Existen diversas clases de grupos de Lie. Os ma4is sinxelos son os abelianos.
Outros grupos xa mais ricos en estrutura son os grupos compactos. Un grupo ma-
tricial G C GL(n,K) dise compacto se é pechado e acotado no espazo euclideano
M xn(K) = K™ Estes grupos estan clasificados e o seu estudo baséase na constru-
cién do seu sistema de raices. Na seguinte seccion faremos este estudo para o caso
particular do grupo compacto SU(3).

O grupo SU(3). Célculo do sistema de raices e diagrama de Dynkin

Propémonos agora construir o sistema de raices e o diagrama de Dynkin de
G = SU(3). Para iso, traballaremos exclusivamente a nivel de alxebras se Lie. Polo
tanto, todo o que faremos encadrarase no marco da Alxebra Lineal.

Como xa vimos, a dlxebra de Lie de G é o seguinte subespazo vectorial real de
M3x3(C), con dimensién real 8:

tay  Z12 213
g= 5u(3) = —Z1o tas 293 | :a; €ER, zij € C,a1+as+a3=0
—Z13 —Z23 a3
Dado que falaremos de autoespazos e autovalores de certas aplicaciéns lineais

definidas sobre g, convird complexificar este espazo vectorial real, pois por exemplo,
pode haber autovalores non reais. E doado comprobar que esta complexificacién é:

g€ =g®C=g+ig={X € M3x3(C) : tr X =0} = s(3,C),



Miguel Dominguez Vazquez SIT 3

que coincide coa dlxebra de Lie do grupo lineal especial complexo SL(3,C) (confor-
mado polas matrices con determinante un). Nétese que dime g© = dimg g = 8.
Definimos o seguinte subespazo vectorial de g°:

hy 0 O
h= 0 hy O ch;, €C,hiy+ho+h3=0
0 0 hs

Comprébase facilmente que h é unha subélxebra abeliana de g€ (i.e., [X,Y] =
XY —YX = 0 para todo X, Y € h). Pédese probar tamén que non existe unha
subélxebra abeliana de g€ de dimensién maior ca dimbh = 2. Dise entén que h é
unha subélxebra abeliana maximal ou subdlzebra de Cartan de gC.

Agora, para cada i,j € {1,2,3}, definimos a matriz F;; como aquela que ten
todas as entradas nulas, excepto na posicién (4, j), na que ten un 1. Para cada H € b,
consideramos a aplicacién lineal ad(H): g© — g© definida por ad(H)(X) = [H, X]
(esta aplicacién denominase aplicacion adrunta). Se H € b é a matriz diagonal con
entradas hi, ha, hg, entén para cada i # j temos que:

ad(H)EU = [H, E,L]] = HEU - EUH = hlEZJ — h]E,L = Oéij(H)Eij,

onde aj;: h — C é o covector (ou forma lineal) definido por a;;(H) = h; — h;. Asi
pois, E;; é un autovector de ad(H) con autovalor a;;(H). Nétese que a;j = —aji.
Como as matrices E;; con i # j xeran (sobre C) un espazo complementario a h en
g€, deducimos que:

g(C = h S Jaio 2] goz13 @ gazg 52 J—ai2 S gfoz13 s> gfazga

onde g+q,; ¢ 0 autoespazo simultaneo para todas as aplicaciéns lineais ad(H) con
H € b correspondente 6 autovalor +a;;(H). Como vimos, go,; = CEjj se i < j
€ g—a;; = CEji se i > j. A descomposicién anterior de g® denominase a descom-
posicion en espazos de raices do grupo de Lie G = SU(n) (ou da élxebra de Lie
g = su(n), ou da alxebra de Lie complexa g€ = sl(n, C)), mentres que os covectores
ou autovalores simultdneos £a;; chdmanse raices. Esta descomposicién simplifica o
estudo do corchete de Lie de g€, pois verificase que [ga, 98] C ga+5, para calquera
par de raices o e 3, onde asumimos que go = b, e goyg = 0 se a + 3 non é raiz.

En g© podemos definir unha aplicacién bilineal B con valores en C mediante
B(X,Y) =tr XY. Esta é a denominada forma de Killing de g© que, en xeral para
calquera dlxebra de Lie, se define como B(X,Y) = tr [ X, [Y,]]. Ademais, —B|g é un
produto interior definido positivo en g = su(3). Non obstante, nés sé precisaremos
a restriciéon de B a b, que claramente vén dada mediante B(H, H') = hih) + hahl, +
hsh’ € C, polo cal é unha forma bilineal non dexenerada.

Asi pois, para cada raiz «;; € h* podemos definir unha matriz H;; € h me-
diante a relacién: B(H, H;j) = «;;(H) para todo H € h. A estas matrices H;;
denominaselles corraices. Unha sinxela conta indica que H;; = E;; — Ej;. Asi obte-
mos 6 corraices: Hiso, Ho1, Hi3, H31, Hos, H32, que son opostas dias a diuas. Como
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ademais son matrices reais, podémolas ver coma 6 vectores no espazo euclideano 2-
dimensional h® = hn Ms3(R), dotado do produto escalar B| pe. Podemos debuxar
entén estes 6 vectores no plano euclideano. Como B(H;j;, Hyy) € {£1} se Hyj e Hy
non son colineais, e B(H;j, H;;) = 2, deducimos que o dngulo entre calquera dous
destes seis vectores é un miltiplo de 60 graos, e tamén que os seis vectores tefien a
mesma lonxitude. Obtense polo tanto a configuracién xeométrica da figura de abai-
x0 & esquerda, conecida como sistema de raices de tipo Ay (en xeral, A, denota o
sistema de raices de SU(n + 1), e n é a dimensién da subalxebra de Cartan).

Hys
Hys
Ho

o———=0

\ Hip alz 023

Hz
Hso
Sistema de raices de SU(3) Diagrama de Dynkin de SU(3)

A informacién contida no sistema de raices pddese concentrar ainda madis. Para
iso, debemos fixar un conzunto de raices simples, que consiste nun subconxunto de
raices tal que toda corraiz se pode expresar como combinacion lineal das corraices
correspondentes as raices simples, con todos os coeficientes enteiros e todos do mes-
mo signo. No noso caso, comprébase que {aj2, @23} é un conxunto de raices simples
xa que toda matriz H;; se pode escribir como combinacién lineal de {H12, Ha3} con
coeficientes enteiros e todos do mesmo signo. Agora asociamoslle a cada raiz sim-
ple un vértice (ou nodo) dun grafo, e conectamos ditos vértices mediante lifias, do
seguinte xeito. Se as corraices correspondentes a dous nodos son vectores perpen-
diculares, entén tales nodos non se unen mediante ningunha lina; se o angulo entre
dias corraices é de 120 graos, os nodos Unense cunha soa lina; se o angulo é de 135
graos, Unense mediante 2 linas; e se o angulo é de 150 graos, mediante 3 linas. P6-
dese demostrar que, para calquera sistema de raices, non hai ningunha posibilidade
distinta das anteriores. Mediante este procedemento obtense o diagrama de Dynkin
dun grupo de Lie compacto.

No noso exemplo as corraices simples Hio e Hog forman un angulo de 120 graos,
co cal o diagrama de Dynkin de SU(3) é o que se amosa na figura de arriba 4 dereita.
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