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Resumo

Ata ben entrado o século XIX, cando se falaba de xeometria era claro a que
xeometria se estaba un refirindo: a dos Elementos de Fuclides. Non se concebia
outra posibilidade. Non obstante, o s. XIX trouxo consigo o desenvolvemento de
xeometrias alternativas, principalmente a proxectiva e a hiperbdlica, asi como a
busca dalgunha teoria xeral na que estas xeometrias tivesen cabida como casos par-
ticulares (basicamente refirimonos &4 xeometria de Riemann e 6 programa Erlangen
de Klein).

Tanto xeometria proxectiva como hiperboélica incumpren o famoso quinto postu-
lado de Euclides, que se pode formular do seguinte xeito: no plano, dada unha recta
e un punto exterior a ela, existe unha unica recta que pasa por tal punto e que non
corta d recta dada. Pero foi a xeometria hiperbélica a que, historicamente, xurdiu
do intento de varios matematicos (Saccheri, Lambert...) por probar que o quinto
postulado era consecuencia dos demais axiomas que Euclides asumia. Porén, foilles
imposible probar tal cousa: o quinto postulado era independente dos demais. A esta
conclusién chegaron no s. XIX Gauss, Bolyai e Lobachevsky de xeito independente,
cando viron que era factible a construcion dunha xeometria distinta, na cal para
unha “recta” dada e un punto exterior a ela, existen infinitas “rectas” que pasan
polo punto e non cortan 4 recta dada. Esta xeometria ¢ a hiperboélica. Anos mais
tarde, Beltrami proporia varios modelos para a xeometria hiperbdlica, entre os que
se atopan o modelo do disco de Poincaré, o do semiplano e o de Cayley-Klein.

Henri Poincaré fixo un uso importante desta xeometria, e a el se lle debe unha
descricion do modelo do disco baseada en fenémenos fisicos ([5]): 0 mundo non eu-
clideano, como el lle chamaba. Aqui tratamos de seguir os seus pasos e describir
como é ese mundo que Poincaré imaxinou. Para iso presentamos a seguir dous mun-
dos hiperbolicos imaxinarios (|2]).

O mundo hiperbélico de Poincaré I

Consideremos un mundo plano situado no semiplano de R? dado por y > 0.
Supofiamos que ese mundo estd conformado por un medio opticamente heteroxéneo
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de xeito que a velocidade da luz (desde o noso punto de vista externo a ese mundo)
depende do punto (z,y) polo que pase o raio de luz, seguindo a funcion c(x,y) =y
(para evitar contradicir a finitude da velocidade da luz podemos restrinxirnos a un
aberto adecuado do semiplano). Pretendemos determinar as traxectorias dos raios
de luz neste mundo. Para iso, faremos uso da lei da refracciéon de Snell, que di que
se temos dous medios separados por un plano, de xeito que a velocidade da luz no
primeiro deles é c; e no segundo c2, e un raio de luz pasa do primeiro ¢ segundo, ese
raio sufrird unha desviacion da direccion dacordo coa lei ¢ sen 3 = ¢o sen «, sendo
a e (B os angulos que forma o raio de luz coa perpendicular ¢ plano no primeiro
medio e no segundo medio, respectivamente. Denotando por a(y) o angulo que
forma coa vertical a recta tanxente 4 traxectoria dun raio de luz, podemos deducir a
relacion sen a(y) = Ky, para certa constante K. Usando isto e supondo que podemos
describir localmente esas traxectorias mediante funciéns g da ordenada, chegamos a
que, ou ben K = 0, ou ben se cumpre a ecuacion

1

(9(y) = K +y* =

sendo K’ outra constante. Por tanto, as traxectorias dos raios de luz son ou ben
rectas verticais, ou ben semicircunferencias contidas completamente no semiplano
y > 0 e con centro no eixo de abscisas. A estas curvas chamarémoslles xeodésicas,
e representaran as linas rectas para os habitantes deste mundo imaxinario (as linas
que minimizaran a distancia hiperbélica).

Por outra banda, eses habitantes poderian pensar en tomar como unidade de
lonxitude a distancia que recorre a luz no tempo que, para noés, tarda a luz en
recorrer un metro no baleiro (a esa unidade de tempo chamarémoslle metro-luz, e é
aproximadamente igual a 1/(3-10%) segundos). Chamémoslle entén metro hiperbélico
(mh) & lonxitude que recorre a luz nun metro-luz dentro do mundo hiperbolico.
Entén, para eles, a distancia entre dous puntos medida en mh vén dada polo tempo
que tarda a luz en chegar dun punto a outro, medindo ese tempo en metros-luz. Por
tanto, nesas unidades, para eles, a velocidade da luz serd constante igual a 1. Se
asumimos para o noso mundo a mesma unidade de tempo (o metro-luz), deduicese
a seguinte relacién entre as lonxitudes hiperbélica e euclideana de dous vectores
tanxentes nun punto (z,y):

Lonxitude euclideana
)

Lonxitude hiperboélica =

O mundo hiperbélico de Poincaré 11

Pensemos agora noutro mundo plano algo distinto: o disco unidade centrado na
orixe no plano complexo. Suponamos que a temperatura nese mundo é heteroxénea,
dacordo coa lei T' = 1 — |z|?, para cada punto z do disco. Supofiamos tamén que os
corpos nese mundo se pofien de inmediato en equilibrio térmico co entorno que os
rodea, e que sofre dilataciéns e contraccions segundo pasan a sitios mais quentes ou
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mais frios, respectivamente. En concreto, suporemos que a lonxitude dun obxecto
serd proporcional & temperatura do punto no que se atope.

Podemos imaxinar que os habitantes deste mundo toman como unidade de lonxi-
tude (que chamaran metro hiperbdlico -mh-) a lonxitude dunha barra rixida situada
no centro do disco e que, para noés, mide xusto un metro. Se esa barra se levase por
distintos puntos do disco, a nés parecerianos que se contrae e se dilata dependendo
do cerca ou do lonxe que se atope do centro do disco (dacordo co que dixemos antes),
pero para os seres deste mundo imaxinario esa barra medirfa sempre o mesmo: 1
mh. Debido a todo isto, chegamos & seguinte féormula para as lonxitudes de vectores
tanxentes nun punto z:

Lonxitude euclideana
L— |22

Lonxitude hiperbdlica =

Os dous mundos son isométricos

Pois ben, se os seres destes dous mundos imaxinarios se puxeran en contacto,
resulta que se porian dacordo na forma de medir. Isto é asi porque existe unha
isometria (salvo un factor constante) entre o modelo do disco e o do semiplano (i.e.,
un difeomorfismo que preserva lonxitudes de curvas -ou de vectores tanxentes-).
Unha tal isometria é a dada por:

—iz+1

flz) = ——

z—1

para cada z do disco unidade. Esta f é unha transformacién de M&bius, polo cal
manda rectas e circunferencias en rectas e circunferencias, e ademais preservando
angulos (é conforme). Isto implica que as imaxes reciprocas das xeodésicas do semi-
plano son cachos de circunferencias que cortan ortogonalmente ¢ borde do disco, ou
didmetros do mesmo. Como f é unha isometria, manda xeodésicas en xeodésicas
(resultado de xeometria de Riemann), polo que xa conecemos entéon tamén como

son as xeodésicas do mundo do disco de Poincaré.

Algunhas propiedades
Salientamos agora algunhas propiedades chamativas da xeometria hiperbélica.

Proposicion 1. O espazo hiperbélico é conformemente chan (os dngulos son os
mesmos que no espazo euclideano).

Proposicion 2. A suma dos dngulos dun tridngulo hiperbdlico é inferior a .
Proposicion 3. A drea dun tridngulo con dngulos o, ey é m — (a+ [+ 7).

Proposicion 4. Se dous tridngulos hiperbdlicos tenien os dngulos respectivos iguais,
enton son congruentes.

Proposicion 5. As transformacidons de Mébius que preservan o disco unidade son
as isometrias do disco de Poincaré que preservan a orientacion.
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Xeneralizacion

A xeometria hiperbolica plana que vimos considerando podese xeralizar de diver-
sas maneiras. A méis evidente é aumentando a dimensién. Para iso pédense conside-
rar modelos andlogos ¢ do disco ou 6 do semiplano en dimensiéns superiores, pasando
a considerar bolas ou semiespazos (ver [3| por exemplo). Outra forma é a través do
modelo do hiperboloide de Minkowski (ver [3] ou [4]), que consiste en considerar no
espazo vectorial R"™! a métrica de Lorentz Q(X,y) = Z1y1 + ... + Tn¥n — Tnt1Ynt1
e o hiperboloide de duas follas Q(x,x) = —1. A folla superior dese hiperboloide
dotada da métrica inducida é isométrica 6 espazo hiperbélico de dimensiéon n.

Outro tipo de xeneralizaciéns posibles virian de considerar espazos hiperbélicos
complexos, cuaternionicos..., de considerar as chamadas variedades hiperbolicas (que
vefien a ser cocientes de espazos hiperbdlicos por grupos discretos de isometrias),
ou de considerar variedades de Riemann con curvatura negativa non necesariamente
constante (posto que o espazo hiperbolico ten curvatura constante negativa).

Interese desta xeometria

Por tltimo, damos algunha idea de por qué é importante o estudo desta xeometria:

» As Unicas xeometrias homoxéneas (i.e., a xeometria é a mesma con indepen-
dencia do punto do espazo) e isotropicas (i.e., a xeometria é a mesma con
independencia da direccion) son a euclideana, a esférica e a hiperbélica. Estas
forman un grupo l-paramétrico de espazos: o pardmetro é a curvatura.

» Os fisicos discuten se, a grande escala, o Universo é euclideano, eliptico ou
hiperbdlico, ainda que recentemente inclinanse por esta tltima opcion.

= Ten un papel importante na Teoria da Relatividade Especial: o espazo hiper-
boélico de dimensién 3 representa o espazo de velocidades posibles dos obxectos
con masa (véxase [4]).
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