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Abstract

A homogeneous submanifold of a Riemannian manifold is an orbit of the action of a
closed subgroup of the isometry group of the ambient manifold. Of particular interest are
homogeneous hypersurfaces, which arise as principal orbits of cohomogeneity one actions.
An important problem in submanifold geometry is to classify homogeneous submanifolds
of a given Riemannian manifold and to characterize them in terms of geometric data. A
hypersurface has constant principal curvatures if the eigenvalues of its shape operator are
constant. Obviously, homogeneous hypersurfaces have constant principal curvatures. It is
still an outstanding open problem to determine under which circumstances hypersurfaces
with constant principal curvatures of a Riemannian manifold are open parts of homoge-
neous ones.

In spaces of constant curvature, a hypersurface with constant principal curvatures is
said to be isoparametric. Segre [40] and Cartan [13] classified isoparametric hypersurfaces
in Euclidean and real hyperbolic spaces, respectively. A consequence of these results is
that they all are open parts of homogeneous hypersurfaces. This problem, however, is more
involved in spheres. Let g denote the number of principal curvatures of a hypersurface with
constant principal curvatures in a sphere. Cartan classified hypersurfaces with g € {1,2,3}
constant principal curvatures in spheres, but failed to solve the problem in general. In the
seventies, Hsiang and Lawson [24] classified cohomogeneity one actions in spheres, and
Miinzner [33] showed that g € {1,2,3,4,6} for isoparametric hypersurfaces in general.
Surprisingly, for g = 4 there are hypersurfaces with constant principal curvatures that are
not homogeneous [19]. Recently, Cecil, Chi and Jensen [14] and Immervoll [25] showed that,
with a few possible exceptions, hypersurfaces with ¢ = 4 constant principal curvatures are
among the known homogeneous and inhomogeneous examples. Some progress has been
made for g = 6, but the problem remains still open.

In complex space forms the situation is also involved. As before, let g be the number of
principal curvatures of a real hypersurface with constant principal curvatures in a complex
space form of constant holomorphic sectional curvature ¢ # 0; thus, if ¢ > 0 we have a
complex projective space CP" and if ¢ < 0 we have a complex hyperbolic space CH™. Let
M Dbe a real hypersurface of a complex space form and £ a (local) unit normal vector field.
If J denotes the Kahler structure of the complex space form, then J¢ is tangent to M and
is called the Hopf vector field of M. We say that M is Hopf if J¢ is a principal curvature
vector field. For each p € M let h(p) be the number of nontrivial projections of J¢, onto
the principal curvature spaces of M. This function A is integer-valued and, obviously, M
is Hopf if and only if h = 1.
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The classification of homogeneous real hypersurfaces in the complex projective space
was derived by Takagi [42]. It follows from this classification that g € {2,3,5}. A remarkable
feature of homogeneous real hypersurfaces in CP" is that they are Hopf. Subsequently,
Takagi classified real hypersurfaces with g € {2,3} constant principal curvatures in [43]
and [44], with the exception of the case n = 2, ¢ = 3, which was solved by Wang [47].
All examples classified in these results are Hopf and open parts of homogeneous ones.
Kimura [26] classified Hopf real hypersurfaces with constant principal curvatures in CP™
and showed that these are open parts of homogeneous ones. No examples are known of real
hypersurfaces with constant principal curvatures in CP"™ with h > 1.

The situation is more interesting in the complex hyperbolic space CH"™, where, surpri-
singly, there are non-Hopf homogeneous real hypersurfaces. Such real hypersurfaces were
constructed by Berndt and Briick [5], [6]. Indeed, with h = 3 there are uncountably ma-
ny non-congruent homogeneous real hypersurfaces with g € {4,5}. Berndt and Tamaru
obtained in [11] the classification of cohomogeneity one actions on CH™. The number of
principal curvatures of the resulting homogeneous hypersurfaces is g € {2, 3,4,5}. Montiel
[32] classified real hypersurfaces with g = 2 constant principal curvatures in CH™ (n > 3).
Berndt and Diaz Ramos solved the cases g = 3, and g = 2, n = 2 in [8] and [9]. It follows
from these results that h = 1 when g = 2 and that h < 2 if ¢ = 3. Hopf real hypersurfaces
with constant principal curvatures in CH™ were classified by Berndt [4] and they all are
open parts of homogeneous ones. To our knowledge, the first classifications of this kind
involving non-Hopf real hypersurfaces are [8] and [9]. Nothing is known about h if g > 4.

The aim of the original part of this work is to carry out the next natural step af-
ter Berndt and Kimura’s classification of Hopf real hypersurfaces with constant principal
curvatures in CP™ and CH™ [4], [26]. Thus, we classify real hypersurfaces with constant
principal curvatures and h = 2 nontrivial projections of the Hopf vector field onto the
principal curvature spaces in complex space forms.

Main Theorem. We have:

(a) There are no hypersurfaces with constant principal curvatures in CP™, n > 2, for
which the number of nontrivial projections of the Hopf vector field onto the principal
curvature spaces is h = 2.

(b) Let M be a real hypersurface with constant principal curvatures in CH™, n > 2, such
that the number of nontrivial projections of the Hopf vector field onto the principal
curvature spaces of M is h = 2. Then, M has g € {3,4} principal curvatures and is
holomorphically congruent to an open part of:

(i) a ruled minimal real hypersurface W?"=1 c CH™ or one of the equidistant hy-
persurfaces to W21 or,

(ii) a tube around a ruled minimal submanifold W% < CH™ for some k €
{2,...,n—1}.

In particular, M is an open part of a homogeneous real hypersurface of CH™.



The ruled minimal submanifolds W?"=* c CH"™ are homogeneous and have totally
real normal bundle of rank k € {1,...,n — 1}. The hypersurface W?"~! was constructed by
Lohnherr [30], while Berndt and Briick generalized this construction to higher codimensions
[6]. See Chapter 2 (Section 2.3) or [10] for a detailed description of these examples.

The aim of this work is to get a better understanding of the relation between homo-
geneous hypersurfaces and hypersurfaces with constant principal curvatures in complex
space forms. In order to do that, we develop the necessary material to, firstly, present this
problem in its appropriate context and, secondly, to understand our original contribution
to this area of submanifold theory.

This work is structured as follows.

In Chapter 1 we present the terminology and notation that we will use in the rest
of the work. In Section 1.1 we introduce the basics of submanifold theory, in special the
standard theory of Jacobi vector fields. In Section 1.2 we present some notation that we
will use in relation to matrices, Lie groups and Lie algebras. In Section 1.3 we expose a
detailed construction of complex projective and hyperbolic spaces as spaces with constant
holomorphic sectional curvature, and we analyse their structure of symmetric space.

In order to understand the construction and properties of the submanifolds appearing
in the Main Theorem, in Chapter 2 we get a deeper description of the complex hyperbolic
space as a symmetric space of noncompact type, what will lead us to a model of CH™ as
a solvable Lie group (Section 2.1). In Section 2.2 we geometrically interpret this model to
describe in Section 2.3 the hypersurfaces which will appear in our classification theorem.

In Chapter 3 we try to motivate the study of homogeneous real hypersurfaces and hyper-
surfaces with constant principal curvatures, presenting the results known so far, specially
in complex space forms CP™ (Section 3.1) and CH™ (Section 3.2).

Finally, in Chapter 4 we prove our original classification result about real hypersurfaces
with constant principal curvatures and with A = 2 in complex space forms. In Section 4.1
we present several results that are valid for each real hypersurface with constant principal
curvatures in a complex space form. In Section 4.2 we develop the central part of the proof.
Firstly, in Subsections 4.2.1 to 4.2.5, we obtain enough information about the eigenvalue
and eigenspace structure of the shape operator of a generic hypersurface under the condi-
tions of the Main Theorem and, finally in Subsection 4.2.6, we use the standard theory of
Jacobi vector fields to conclude the proof.






Introducion

Unha subvariedade homoxénea dunha variedade de Riemann é unha érbita da accién
dun subgrupo pechado do grupo de isometrias da variedade ambiente. Son de especial in-
terese as hipersuperficies homoxéneas, que xorden como Orbitas principais de acciéns de
cohomoxeneidade un. Un problema importante en xeometria de subvariedades é o de cla-
sificar as subvariedades homoxéneas dunha variedade de Riemann dada e caracterizalas en
termos de datos xeométricos. Unha hipersuperficie ten curvaturas principais constantes se
os autovalores do seu operador de configuracién son constantes. E claro que as hipersuper-
ficies homoxéneas tenen curvaturas principais constantes. Pero ainda é un problema aberto
relevante o de determinar baixo que circunstancias as hipersuperficies con curvaturas prin-
cipais constantes son partes abertas de hipersuperficies homoxéneas.

Nos espazos de curvatura constante, unha hipersuperficie con curvaturas principais
constantes dise isoparamétrica. Segre [40] e Cartan [13] clasificaron as hipersuperficies
isoparamétricas nos espazos euclidianos e hiperbodlicos reais, respectivamente. Unha conse-
cuencia destes resultados é que sempre son partes abertas de hipersuperficies homoxéneas.
Este problema, en cambio, é mais dificil nas esferas. Sexa ¢ o ntimero de curvaturas prin-
cipais dunha hipersuperficie isoparamétrica nunha esfera. Cartan clasificou as hipersuper-
ficies con g € {1, 2,3}, pero non puido resolver o problema en xeral. Xa nos anos setenta,
Hsiang e Lawson [24] clasificaron as acciéns de cohomoxeneidade un nas esferas, e Miinzner
[33] amosou que g € {1,2,3,4,6} para as hipersuperficies isoparamétricas en xeral. Sor-
prendentemente, para g = 4 existen hipersuperficies con curvaturas principais constantes
que non son homoxéneas [19]. Nos ultimos anos, Cecil, Chi e Jensen [14] e Immervoll [25]
probaron que, cunhas poucas posibles excepcions, as hipersuperficies con g = 4 curvaturas
principais constantes se atopan entre os exemplos homoxéneos e non homoxéneos conecidos.
Tamén se ten progresado algo no caso g = 6, pero o problema esta ainda aberto.

Nos espazos de curvatura holomorfa constante a situaciéon é tamén complicada. o) igual
ca antes, sexa g o niumero de curvaturas principais dunha hipersuperficie real M con cur-
vaturas principais constantes nun espazo de curvatura holomorfa constante ¢ # 0; se ¢ > 0
temos un espazo proxectivo complexo CP" e se ¢ < 0 temos un espazo hiperbdlico com-
plexo CH™. Sexa & un campo de vectores unitario normal (local) sobre M. Se J denota a
estrutura de Kéhler do espazo de curvatura holomorfa constante, entén J¢ é tanxente a
M e denominase campo de Hopf de M. Dise que M é Hopf se J§ é un campo de vectores
principal. Para cada p € M sexa h(p) o niimero de proxecciéns non triviais de J&, sobre os
espazos de curvaturas principais de M. Esta funcién h toma valores enteiros e obviamente
M é Hopf se, e s6 se, h = 1.
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A clasificacion das hipersuperficies homoxéneas no espazo proxectivo complexo débese
a Takagi [42]. Séguese desta clasificacién que g € {2,3,5}. Unha caracteristica salientable
das hipersuperficies reais homoxéneas en CP" é que son todas Hopf. Mais tarde, Takagi
clasificou en [43] e [44] as hipersuperficies con g € {2,3} curvaturas principais constantes,
salvo o caso n = 2, g = 3, que resolveu Wang [47]. Todos os exemplos clasificados nestes
resultados son Hopf e partes abertas de hipersuperficies homoxéneas. Kimura [26] clasificou
as hipersuperficies reais Hopf con curvaturas principais constantes en CP" e amosou que
son todas partes abertas de hipersuperficies homoxéneas. Non se coniecen exemplos de
hipersuperficies reais con curvaturas principais constantes en CP™ con h > 1.

A situacién é mais interesante en CH"™ onde, sorprendentemente, existen hipersuperfi-
cies reais homoxéneas non Hopf. Tales hipersuperficies reais foron construidas por Berndt e
Briick [5], [6]. De feito, con h = 3 existe unha cantidade non numerable de hipersuperficies
reais homoxéneas non congruentes con g € {4,5}. Berndt e Tamaru obtiveron en [11] a
clasificacion das accions de cohomoxeneidade un en CH™. Para as hipersuperficies reais ho-
moxéneas resultantes, o nimero de curvaturas principais é g € {2,3,4,5}. En [32] Montiel
clasificara as hipersuperficies reais con 2 curvaturas principais en CH", n > 3. Berndt e
Diaz Ramos resolveron os casos ¢ = 3, e g = 2, n = 2 en [8] e [9]. Séguese destes resultados
que h =1seg=2equeh <2seg=3. As hipersuperficies reais Hopf con curvaturas
principais constantes en CH™ foron clasificadas por Berndt [4], sendo todas elas partes
abertas de hipersuperficies homoxéneas. Cremos que as primeiras clasificacions deste tipo
involucrando hipersuperficies reais non Hopf son [8] e [9]. Nada se sabe sobre h se g > 4.

O obxectivo da parte orixinal deste traballo é o de levar a cabo o seguinte paso natural
despois das clasificacions de Berndt e Kimura das hipersuperficies reais Hopf con curvaturas
principais constantes en CP™ e CH™ [4], [26]. Asi, clasificamos as hipersuperficies reais con
curvaturas principais constantes e h = 2 proxecciéns non triviais do campo de Hopf J¢
sobre os espazos de curvaturas principais, tanto en CP™ como en CH".

Teorema Principal. Temos que:

(a) Non existen hipersuperficies con curvaturas principais constantes en CP™, n > 2,
tales que o numero de proxeccions non triviais do campo de Hopf sobre os espazos de
curvaturas principais sexa h = 2.

(b) Sexa M wunha hipersuperficie real conexa con curvaturas principais constantes en
CH"™, n > 2, tal que o numero de prozeccions non triviais do campo de Hopf sobre os
espazos de curvaturas principais de M é h = 2. Entén M ten g € {3,4} curvaturas
principais e € holomorficamente congruente a unha parte aberta de:

(i) unha hipersuperficie minimal regrada W?"=* C CH™ ou unha das sias hipersu-
perficies equidistantes, ou

(ii) un tubo 6 redor dunha subvariedade minimal regrada W*"=* Cc CH™ para algin
ked{2,..,n—1}.

En particular, M é unha parte aberta dunha hipersuperficie homoxénea de CH™.



As subvariedades minimais regradas W2"=% ¢ CH", k € {1,...,n — 1} son homoxéneas
e tenen fibrado normal totalmente real de rango k € {1,...,n — 1}. A hipersuperficie
W21 foi construida por Lohnherr en [30], mentres que Berndt e Briick xeneralizaron esa
construcién a codimensions superiores en [6]. No Capitulo 2 (Seccién 2.3) e en [10] pddese
atopar unha descriciéon detallada da construcion destes exemplos.

O obxectivo do presente traballo é o de aproximarnos a unha mellor comprensién da re-
lacion entre hipersuperficies homoxéneas e hipersuperficies con curvaturas principais cons-
tantes nos espazos de curvatura holomorfa constante. Para iso, desenvolvemos o material
preciso para, en primeiro lugar, encadrar este problema no seu adecuado contexto e pa-
ra, en segundo lugar, comprender a nosa aportacién orixinal a esta area da xeometria de
subvariedades.

Este traballo estrutirase do xeito que explicamos a continuacion.

No Capitulo 1 presentamos a terminoloxia e notaciéns que usaremos no resto do tra-
ballo. Na Seccion 1.1 introducimos os conceptos bésicos da teoria de subvariedades dos
que imos botar man, en especial a teoria dos campos de vectores de Jacobi. Na Seccion
1.2 presentamos algunha notaciéon que empregaremos no que se refire a matrices, grupos
e alxebras de Lie. Na Seccion 1.3 exporemos de modo pormenorizado a construcién dos
espazos proxectivo e hiperbdlico complexos como espazos de curvatura seccional holomorfa
constante e analizaremos a siia estrutura de espazo simétrico.

Con vistas a comprender a construcion e propiedades das subvariedades que aparecen
no Teorema Principal, no Capitulo 2 profundizamos na descricién do espazo hiperbdlico
complexo como espazo simétrico de tipo non compacto, o cal nos conducird a un modelo
de CH™ como grupo de Lie resoluble (Seccién 2.1). Na Seccién 2.2 interpretaremos xeome-
tricamente este modelo para, a continuacion na Seccién 2.3, describir as hipersuperficies
que apareceran no noso teorema de clasificacion.

No Capitulo 3 intentamos motivar o estudo das hipersuperficies reais homoxéneas e con
curvaturas principais constantes, facendo unha exposicién dos resultados que se conecen
ata o de agora, en especial, nos espazos de curvatura holomorfa constante CP™ (Seccién 3.1)
e CH™ (Seccién 3.2).

Finalmente, no Capitulo 4 demostraremos o resultado orixinal de clasificacion das hiper-
superficies reais con curvaturas principais constantes e con h = 2 nos espazos proxectivo
e hiperbdlico complexos. Na Seccién 4.1 presentamos varios resultados validos para cal-
quera hipersuperficie real con curvaturas principais constantes nun espazo de curvatura
holomorfa constante. O longo da Seccién 4.2 desenvolvemos a parte central da proba. Pri-
meiramente, nas Subsecciéns 4.2.1 a 4.2.5, obtemos suficiente informacién sobre a estrutura
de autoespazos e autovalores do operador de configuracién dunha hipersuperficie xenérica
nas condiciéns do Teorema Principal e, finalmente na Subsecciéon 4.2.6, botamos man da
teoria estandar dos campos de vectores de Jacobi para concluir a demostracion.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo introducimos a terminoloxia e notaciéns basicas para este tra-
ballo, no tocante a4 xeometria de subvariedades, a matrices, grupos e dlxebras de Lie e 6s
espazos de curvatura seccional holomorfa constante, aproveitando para dar unha constru-
cion detallada destes ultimos.

1.1. Xeometria de subvariedades

Sexa M unha variedade de Riemann con métrica (-,-) e M unha subvariedade mergu-
llada. A restricién de (-, -) a M d& lugar a unha métrica inducida sobre M, que seguiremos
denotando por (-,-). Por V e V denotaremos as conexiéns de Levi-Civita de M e M, res-
pectivamente. A exponencial riemanniana de M denotarémola por exp. Se X é un vector
ou un campo de vectores, ||X|| denotard a sta norma, || X|| = 1/(X, X).

O fibrado normal de M, isto é, o fibrado dos vectores ortogonais 6s espazos tanxentes de
M, denotarase por vM, mentres que o fibrado tanxente denotarase por T'M. Por I'(v M)
refirirémonos 6 médulo de todos os campos de vectores normais a M e, se ® é unha
distribucién 6 longo de M, T'(D) denotard o médulo das seccidns de tal distribucién, é dicir,
os campos de vectores X 6 longo de M tales que X, € ®,, para todo p € M.

Para cada punto p € M tense o seguinte isomorfismo canoénico: 7, pM =T,M @ v,M.
Dado un campo de vectores X € I'(T'M) sobre M, poremos X | para refirirnos 4 proxeccién
ortogonal de X sobre TM e X' para a proxeccién ortogonal sobre vM.

Se V' é un espazo vectorial dotado dunha métrica e W C V' é un subespazo vectorial,
denotaremos por V' & W o complemento ortogonal de W en V. Aplicaremos a mesma
notacién a distribuciéns sobre M ou subfibrados de M definidos 6 longo de M.

Un concepto central en Xeometria de Riemann é o de curvatura. A formalizacion e
xeneralizacion deste concepto dé lugar & conecida definicién de tensor de curvatura. De-
notaremos por R e R os tensores de curvatura de M e M, respectivamente. Neste traballo
usaremos o seguinte convenio para o tensor de curvatura de tipo (1, 3) dunha variedade de
Riemann M:

nyz = ?X?yz — ?Y?XZ — ?[X’y]Z, XY, Z e F(TM)

1



2 1 Preliminares

O tensor de curvatura de tipo (0,4) aplicado és campos de vectores X,Y,Z e W deno-
tarémolo por RXYZW = <RXyZ, W)

E sabido que o tensor de curvatura R da subvariedade M tan sé depende da métrica
que esteamos considerando sobre M, polo cal se di que o tensor de curvatura é un inva-
riante xeométrico intrinseco. Pédese estudar a xeometria intrinseca tanto de M como de
M. Non obstante, outro punto de vista é o estudo da xeometria de M en relacién coa
xeometria de M. Isto chdmase a xeometria extrinseca de M. A continuacién presentamos
os conceptos e ecuaciéns fundamentais da xeometria de subvariedades que son precisos
para comprender este traballo. Para consultar os fundamentos da teoria de subvariedades
en mais profundidade pédense consultar [7] e [49], entre outros moitos libros de Xeometria
de Riemann.

Toda a informacion sobre a xeometria extrinseca dunha subvariedade esta codificada
na sua segunda forma fundamental. A sequnda forma fundamental de M definese a través
da formula de Gaufs

VxY =VxY +1I(X,Y),

para todo X,Y € I'(T'M). A férmula de GauB relaciona as conexiéns de Levi-Civita de
M e M mediante a segunda forma fundamental de M, que verifica II(X,Y) = (VxY)*',
para todo X, Y € I'(T'M). O operador de configuracién de M asociado a un campo normal
¢ € I'(vM) (tamén chamado operador de forma ou de Weingarten) é o operador lineal
autoadxunto sobre M definido por (S X,Y) = (II[(X,Y),€), para todo X,Y € I'(T'M).

Denotemos por V* a conexién normal de M, é dicir, V& = (Vx&)* paratodo X € T'(T'M)
e & € I'(vM). Entén tense a formula de Weingarten

ng = —SgX + Vj}f

A relacién entre os tensores de curvatura de M e M tamén vén dada por medio da segun-
da forma fundamental. Esta relacion denominase ecuacion de Gaufl e, para X,Y,Z,V €
[(TM), escribese ast:

Rxyzw = Rxyzw — (I(Y, Z), (X, W)) + (II(X, Z), (Y, W)).

Ademais, a ecuacion de Gaufl que vimos de escribir é tamén valida para subvariedades
semi-riemannianas dunha variedade semi-riemanniana.
A ecuacion de Codazzi vai ser tamén de grande importancia para este traballo

(RxyZ)" = (VXID(Y, Z) - (VyII)(X, Z),
onde a derivada covariante da segunda forma fundamental é
(VxIN(Y,2)=VxI(Y,2) - I(VxY,Z) - II(Y,VxZ).

A ultima das tres ecuaciéns fundamentais de segunda orde da teoria de subvariedades é a
ecuacion de Ricci

<R§(Y€> 77> = RXY&] + <[S§> SU]X> Y>a
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onde X,Y € I'(TM), &, € T'(vM), e Rt é o tensor de curvatura do fibrado vectorial
normal de M, tensor que vén definido por Ryy-& = [Vx, Vi€ — V[ny]ﬁ.

Dise que unha subvariedade é totalmente zeodésica se a sia segunda forma fundamental
se anula identicamente, II = 0. Isto é equivalente a dicir que toda xeodésica de M é tamén
unha xeodésica de M. Intuitivamente, a ecuacién de GauB dinos que as subvariedades
totalmente xeodésicas son as que tefien a mesma curvatura c6 espazo ambiente. Unha
subvariedade M de M dise regrada se admite unha foliacién cuxas follas son subvariedades
totalmente xeodésicas de M.

O campo de vectores curvatura media H dunha subvariedade M definese como a traza
da segunda forma fundamental, é dicir, con respecto a unha base ortonormal local {E;} de
TM, temos que H = ). II(E;, E;). Unha subvariedade dise minimal cando o seu campo
de vectores curvatura media se anula identicamente. As hipersuperficies minimais aparecen
de modo natural como puntos criticos do funcional volume e constitiien un tema actual de
interese en Xeometria Diferencial.

Diremos que dias subvariedades M; e M, de M son congruentes se existe unha isometria
de M que leva M; en M,. Se M é hermitiana e a isometria que leva M; en M, é unha
aplicacion holomorfa, enton My e My dinse holomorficamente congruentes.

Unha accion isométrica dun grupo de Lie G sobre unha variedade de Riemann M
é unha accién diferenciable de G sobre M mediante isometrias (i.e., G identificase cun
subgrupo do grupo de isometrias de M ). Unha subvariedade M de M dise (extrinsecamente)
homozénea se é unha 6rbita dunha accién isométrica sobre M dun subgrupo pechado do
grupo de isometrias de M. Chamaselle cohomozeneidade dunha accién isométrica & menor
codimensién das érbitas da accién. Dise que M é unha variedade de cohomoxeneidade
k se admite unha accion isométrica de cohomoxeneidade k. Para unha introducion mais
detallada 4 teoria de accidns isométricas constltese [7], Capitulo 3.

Suponiamos agora que M ¢é unha hipersuperficie de M, é dicir, unha subvariedade
mergullada de codimension un. Enton, salvo signo, localmente existe un tnico campo de
vectores normal unitario £ € I'(vM). Ademais, a existencia dun campo unitario normal
definido globalmente sobre M equivale & orientabilidade de M, en caso de que M sexa
orientable.

Agora a segunda forma fundamental I/ é un multiplo de . Denotaremos por S = S¢ o
operador de configuracién respecto de €. As férmulas de Gaufl e de Weingarten escribense
agora ast:

VxY =VxY +(SX,Y)¢,
Vxé=-5X.

E as ecuaciéns de GauB3 e de Codazzi rediicense a

Rxyzw = Rxyzw — (SY, Z)(SX, W) + (SX, Z)(SY,W),
Rxyze = (VxS)Y — (VyS)X, Z),

mentres que a ecuacién de Ricci non aporta informaciéon no caso de hipersuperficies.
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Posto que, en Xeometria de Riemann, o operador de configuracion S dunha hipersu-
perficie M C M é autoadxunto, é entén diagonalizable nunha base ortonormal. A cada
autovalor de S nun punto p € M chamaselle curvatura principal de M no punto p. Glo-
balmente, dicimos que A\: U C M — R é unha curvatura principal de M no aberto U
(asociada 6 campo unitario normal ¢ definido, polo menos, en U) se existe un campo de
vectores X € I'(TU) tal que SX = \X.

Se A é unha curvatura principal, denotaremos por T)(p) o autoespazo en 1, M asociado
a A(p) e chamarémoslle espazo de curvatura principal asociado a A(p). Se v € Ti(p), v # 0,
dise que v é un vector de curvatura principal de X en p. Débese salientar que, en xeral, os
espazos de curvaturas principais asociados a unha curvatura principal A non tenen por que
ter a mesma dimension para todo punto da hipersuperficie.

Unha hipersuperficie M dise con curvaturas principais constantes se as curvaturas prin-
cipais son as mesmas para todo punto de M. E dicir, as funciéns curvatura principal
A: M — R son constantes. Neste caso os espazos de curvaturas principais asociados a un
autovalor A\ tefien a mesma dimensién en todo punto, a cal se denomina multiplicidade da
curvatura principal A. Por T) refirirémonos & distribucién sobre M formada polos espazos
de curvaturas principais de A, e por I'(T)) 6 conxunto de todas as secciéns de T}, é dicir,
os campos de vectores X € I'(T'M) tales que SX = A\ X.

1.1.1. Campos de vectores de Jacobi

Un método importante en teoria de subvariedades baséase no uso de campos de vectores
de Jacobi para estudar o comportamento xeométrico dunha subvariedade cando esta se
despraza 6 longo de direcciéons normais. Neste apartado mencionaremos brevemente as
caracteristicas deste método que seran necesarias para o noso estudo posterior. Para un
estudo mais pormenorizado pddese consultar [7], Capitulo 8.

Primeiramente, se M ¢é unha subvariedade mergullada de M con codimensién superior
aun e r € [0,00), dise que o conxunto {exp(ré) : £ € vM, ||£]| = 1}, en caso de ser unha
hipersuperficie de M, é un tubo de radio r 6 redor de M. Localmente, se r é suficientemente
pequeno, tal conxunto é sempre un tubo.

Sexa agora M unha hipersuperficie en M e ¢ un campo unitario normal sobre M.
O obxectivo é o estudo de propiedades xeométricas locais do desprazamento de M na
direccién indicada por £ a unha distancia . Podemos supor, por tanto, que £ esta definido
globalmente sobre M.

Para cada r € R, consideremos a aplicacién diferenciable ®": M — M definida por
®"(p) = exp,(r&,), para p € M, onde exp, é a aplicacion exponencial de M en p. As
aplicacions @, r € R, parametrizan o desprazamento paralelo de M 6 longo de xeodésicas
normais a M: se r > 0, a cada punto p de M aséciaselle o punto de M obtido a partir de p
desprazdndose unha distancia 7 6 longo da xeodésica 7,(t) = exp,(t§,), que ¢é a xeodésica
de M que parte de p con velocidade inicial §,; se r < 0 a interpretacién é a mesma, s6 que
cambiando &, por —¢, (i.e., vaise no sentido oposto); se r = 0, cada punto p queda fixo.

Para v € T,M, denotaremos por (, o campo de Jacobi 6 longo de 7, con condiciéns
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iniciais (,(0) = v e (/(0) = —S,v. O campo (, verifica a ecuacién de Jacobi

Cz/)/ + RCu“’/p;YP = 07 Cv(()) =, Cz/)(o) = _Spvv

onde 7, denota o campo vectorial tanxente a 7, e a prima ’ indica a derivada covariante
dun campo de vectores 6 longo dunha curva. Sexa « calquera curva diferenciable en M con
@(0) = v; entén ¢, é o campo variacional da variacion V (¢, s) = exp, ) (ta(s)). Definimos
a curva o’ = ®"oa, e un campo de vectores 7" 6 longo de a” mediante 1" (a(s)) = Fa(s) (7).
En xeral, usaremos a notacién n"(p) para denotar 4,(r); nétese que " (p) non é un vector
tanxente en p, senén en " (p) = 7,(r).

Por tanto, denotando a diferencial de ®" por ®., temos que

d d d
Co(r) = ds Y Vi(r,s) = ds . €XPa(s) (Tfa(s)) = ds . Yals) (r)
=Ll (@ oa)(s) = B,0(0) = 0,
ds|,_g
, d| d d|  d d|  d
Co(r) = @il ds| Vit s) = ds| _, di|_ Vi(t,s) = ds| _, di|._ Yars)(t)
d : d r _ (T r
T s, Ya(s)(r) = s 52077 (a(s)) = (Vsn") (0),

onde agora pomos V,n" para denotar a derivada covariante do campo 7" definido 6 longo
da curva a”. Nétese que, se 7 v # 0, entén localmente " ¢ unha curva mergullada, co cal
todo campo definido localmente 6 longo dela é estendible nunha certa vecinanza, polo que
tamén se teria que (?sn”) (0) = ?@pvnr.

Salientamos entén as seguintes relaciéns:

Golr) =P, Ci(r) = (Vo) (0).

Asi, ®" non é unha inmersién en p se, e sé se, existe un campo de Jacobi non nulo
do tipo (, 6 longo de 7,, para algin v € T,M, e tal que (,(r) = 0. Neste caso, ®"(p)
denominase punto focal de M 6 longo de 7, e a dimension de ker @7, chamase multiplici-
dade do punto focal. Se existe un enteiro positivo k tal que ®"(¢) é un punto focal de M
6 longo de 7y, con multiplicidade k para todo ¢ nunha vecinanza aberta U de p, e se U
é suficientemente pequena, entén ®|; parametriza unha subvariedade mergullada de M
de dimensién dim M — k — 1, que se denomina subvariedade focal de M. Ademais, U é un
tubo de radio r 6 redor da subvariedade ®"(U).

Se ®"(p) non é un punto focal de M 6 longo de 7,, entén @’ é unha inmersién nunha
vecinanza aberta U de p e, se U é suficientemente pequena, ®"|; parametriza unha hi-
persuperficie mergullada de M, que se chama hipersuperficie equidistante a M. Nambos
casos, o vector 1" (p) = 4,(r) é un vector unitario normal en ®"(p) & subvariedade focal ou
a hipersuperficie equidistante.
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1.2. Notacién relativa a matrices, grupos e alxebras
de Lie

A continuacién exponemos os convenios de notacién que usaremos neste traballo, no
tocante 6 calculo con matrices, 6s grupos de Lie e ds alxebras de Lie.

En relacién és grupos de matrices reais e complexos clasicos, adoptaremos a seguinte
notacién (que, de feito, é a mais comun). Por F refirirémonos 6 corpo R ou C. Sexa
v = (v1,...,0,) € F" un elemento de R™ ou C" (que, de ser preciso, pensarémolo coma
un vector columna), e A = (a;),, ;<, unha matriz cadrada de orde n con coeficientes
en F. A matriz A actta sobre F" do xeito usual: (Av);; = D7 , aigty. De modo méis
xeral, ddas matrices A = (a;;) de orde n x m e B = (b;;) de orde m x r multiplicanse
mediante o criterio de filasxcolumnas: (AB);; = > -, airbrj. A trasposta, a conxugada e
a adxunta (trasposta da conxugada) dunha matriz A denotarémolas por A, A e A* = A

respectivamente. As mesmas notaciéns aplicarémolas a vectores v.

Dada unha matriz cadrada ou un endomorfismo de espazos vectoriais A, a traza e o
determinante de A denotaranse por tr A e det A, respectivamente.

Denotaremos por I, a matriz identidade de orde n e designaremos

Por e; denotaremos o i-ésimo vector da base canénica de F". Se z € C, Rez e Im 2
denotaran as suas partes real e imaxinaria, respectivamente.

Como ¢é habitual na literatura, para un grupo de Lie G, escribiremos con letras géticas a
sta alxebra de Lie, neste caso, por exemplo, g. A exponencial de grupos de Lie denotarémola
por Exp, para diferenciala da exponencial riemanniana exp. Se g é un elemento dun grupo
de Lie G, designaremos por L, a multiplicacién por g pola esquerda, x € G +— Ly(x) = gz,
e por R, a multiplicacién por g pola dereita. Se f: G — H é un homomorfismo de grupos
de Lie, f,: g — b denotara a sua diferencial.

Por gl(n,F) denotaremos a alxebra de Lie do grupo lineal xeral GL(n,F), que consiste
no espazo vectorial de todas as matrices cadradas de orde n con coeficientes no corpo F, e
onde se define o corchete de Lie como o conmutador [X,Y] = XY — Y X. Nas alxebras de
Lie dos grupos de matrices o corchete de Lie é a restricién do corchete de Lie de gl(n, F),
¢ dicir, é tamén o conmutador.

Nun grupo de Lie G, se g € G e se ¢, = Ly 0 Rj-1 é o automorfismo de conxugacion
por g, Ad: g € G — Ad(g) = (¢4)« € Aut(g) é a aplicacién adxunta. A sta diferencial
denotarémola por ad: g — End(g) e tense que ad(X)Y = [X,Y] para todo X,Y € g.
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1.3. Espazos de curvatura seccional holomorfa cons-
tante

No ambito xeral das variedades de Riemann, aquelas con tensor de curvatura mais
sinxelo son as que tenen curvatura seccional constante, é dicir, independente do punto
da variedade e do subespazo 2-dimensional do espazo tanxente escollido. Estas variedades
denominanse espazos de curvatura constante. E un resultado cofiecido que, salvo isometria,
os Unicos espazos de curvatura constante completos e simplemente conexos son os espazos
euclidianos R"”, as esferas S™ e os espazos hiperbdlicos RH™.

No campo das variedades de Kahler, pola contra, o concepto de espazo de curvatura
constante non ten especial relevancia, debido ¢ seguinte resultado (véxase [49], por exem-

plo):

Proposicién 1.1. Sexza M wuna variedade de Kdihler de dimension real 2n. Se M ten
curvatura seccional constante e n > 1, enton M € chd.

Debido a isto, para variedades de Kahler, introdicese o concepto de curvatura seccional
holomorfa constante. Asi, se M é unha variedade de Kihler con estrutura complexa .J
e tensor de curvatura R, definese a curvatura seccional holomorfa Kp, de M como a
restricion da curvatura seccional usual K és subespazos 2-dimensionais J-invariantes do
espazo tanxente a un punto. Posto que estes subespazos son xerados por pares {v, Jv}, con
v E TpM . p € M, pédese ver K, como unha funcién que asigna un nimero real K hot (V)
a cada vector tanxente unitario v € TM do seguinte xeito:

Khol(v) = K(U, JU) = RUJ’UJUU'

Dise entén que a variedade de Kihler M ten curvatura seccional holomorfa constante
se Kp,(v) é constante para todo vector unitario v tanxente a M. Isto equivale a que exista
un constante real ¢ tal que Ky (v) = ¢ ||v||* para todo v € TM.

O seguinte resultado ddnos unha expresién para o tensor de curvatura R dunha varie-
dade de Kéhler con curvatura seccional holomorfa constante. A stia demostraciéon pédese
atopar, por exemplo, en [20] ou [49].

Proposicién 1.2. Unha variedade de Kahler M ¢é de curvatura seccional holomorfa cons-
tante se, e so se, o seu tensor de curvatura R vén dado pola sequinte formula:

Ryxy 2 = 2 (Y, 2)X — (X, Z2)Y +(JY, Z)JX — (JX,2)JY —2JX,Y)JZ),

onde ¢ é unha constante real.
7/ e N 4
Neste caso, a constante ¢ € a mesma cd que verifica que Kpy(v) = cl|v||” para todo
veTM e dise que M ten curvatura seccional holomorfa constante c.

As variedades con curvatura seccional holomorfa constante son localmente simétricas.
Ademais, verificase que toda variedade completa e simplemente conexa con curvatura sec-
cional holomorfa constante ¢ é isométrica a un dos seguintes espazos [49]:
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= 0 espazo euclidiano complexo C", se ¢ = 0,
= 0 espazo proxectivo complexo CP", se ¢ > 0,

= 0 espazo hiperbdlico complexo CH", se ¢ < 0

e toda variedade con curvatura seccional holomorfa constante ¢ é localmente isométrica a
un destes espazos. O primeiro deles non é madis c6 espazo euclidiano R?® dotado dunha
métrica de Kéahler chd. Os outros dous espazos describirémolos en detalle mais adiante
nesta seccién, debido a sua relevancia para este traballo.

As variedades de Kéahler completas e simplemente conexas con curvatura seccional holo-
morfa constante denominarémolas espazos modelo de curvatura seccional holomorfa cons-
tante ou, simplemente, espazos de curvatura holomorfa constante. Estes espazos redticense,
por tanto, as tres familias anteriores.

Introduzamos a seguinte notacién para o resto deste traballo. Poremos CP™(c¢) para
denotar o espazo proxectivo complexo de curvatura seccional holomorfa ¢ > 0 e CH"(c)
para o hiperbélico, con ¢ < 0; en caso de que se sobreentenda canto vale a curvatura seccio-
nal holomorfa, poremos simplemente CP" e CH™. Por M"(c) denotaremos o tinico espazo
(salvo isometria) de curvatura seccional holomorfa constante ¢ completo e simplemente
conexo, que se refirird, por tanto, oua C" se c=0,oua CP"se ¢ > 0oua CH" se ¢ < 0.

Nos dous seguintes apartados, construimos (seguindo o articulo [34]) as variedades
diferenciables CP" e CH™ e presentamos a notacién e os resultados precisos para, a conti-
nuacion, adoptar un enfoque unificado que nos permita introducir as sias correspondentes
métricas de Kahler, para finalmente indicar por qué son espazos de curvatura seccional
holomorfa constante. Os fundamentos da teoria de variedades Kéahler necesarios para com-
prender os seguintes apartados pédense consultar, por exemplo, en [27] e [49].

1.3.1. O espazo proxectivo complexo CP"

Como variedade diferenciable, o espazo proxectivo complexo de dimensién n (dimensién
real 2n) deffnese como o espazo de rectas complexas de C"*! que pasan pola orixe, ou,
equivalentemente, como a variedade cociente dunha esfera S?"*!(r) c C**! (de radio r
e centrada na orixe) pola relacién de equivalencia z ~ A2/, z,2/ € C"*' X\ € St C C.
Denotaremos por 7 a proxeccién canénica de S?"1(r) sobre o espazo proxectivo complexo:

7 S (r) — CP™
E conecido que 7 é unha submersion diferenciable sobrexectiva que se denomina aplicacion
de Hopf.
A métrica que consideraremos en CP™ sera a inducida de xeito natural pola métrica
usual de S?T1(r). Destacamos a continuacién algunhas das propiedades da xeometria de

S?+1(r) que precisaremos mdis adiante.
Primeiramente, definimos

n
(z,w) = Re Z 2 W,
k=0
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para z = (29, ..., Zn), w = (wWo, ..., w,) € C"" onde Re denota a parte real dun complexo.
A esfera (2n + 1)-dimensional de radio r é entén

Sy = {2z € C": (2, 2) =17} .

Pédese considerar C"*! como R?"*2 e definir entén u, v € R?"*2 mediante

2 = Uk + Ug41l, Wy, = Vop, + Vog410.
E dicir, denotaremos por (ug, 1, ... , Ug,11) as coordenadas cartesianas de R?" 2, Asf:
2n+1

(z,w) Z UV,

isto é, estamos considerando o produto escalar usual sobre R?**2. Denotaremos por J o
operador definido en C"*! consistente en multiplicar polo escalar complexo i.
Para cada z € S*"(r), o espazo tanxente 4 esfera ¢

.57 (r) = {w € C"*" : (z,w) = 0}.

Consideraremos sobre S**!(r) a métrica de Riemann dada pola restricién de (-, -}, e o

campo unitario normal ¢ dado por
1
gz = —Zz.

r

Denotemos por D a conexién de Levi-Civita de R*"*2 (que acttia sobre un campo de
vectores derivando as sias componentes cartesianas). Se S é o operador de configuracién
2n+1 . ,
de S?"*1(r) e X un campo tanxente (X = > 2" 2.9 en coordenadas locais), entén
7=0 ]au )

1 2n+1 a 2n+1 2n+1 2n+1 8u 1
SX = —Dxt =~ Dx (Z “au) =77 Z X“Z - r DI aauja—ul =k
i=0 =0 j=0

Asf pois, a férmula de GauB implica que a conexién de Levi-Civita V de S21(r) vén

dada por

= XY
VXY:DXY+< )

£,

para XY campos tanxentes a S?"*1(r). Mediante a ecuacién de Gauf}, obtense o tensor
de curvatura R de St (r):

RxyZ = rlz (Y, Z)X —(X,2)Y).

Na Subseccion 1.3.3 continuaremos esta exposicion introducindo a estrutura riemannia-
na sobre o espazo proxectivo complexo, onde adoptaremos un enfoque comin a CP" e CH™.
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1.3.2. O espazo hiperbdlico complexo CH"

A construcién do espazo hiperbédlico complexo é analoga & de CP", ainda que cunhas
diferenzas significativas. Para empezar, en lugar do produto escalar usual de C**! definese

(z,w) = Re <—ZOU_JO + Z ZkU_Jk> )

k=1

para z,w € C"*. Usando a mesma identificacién C"*! = R?"*2 ca no apartado anterior,

temos que
2n+1

(z,w) = (u,v) = —ugvy — uvy + Z UV
k=2

E dicir, tratase dunha métrica semi-riemanniana de signatura (2,2n). Consideremos o
espazo de anti de Sitter (o andlogo lorentziano do espazo hiperbdlico real) de radio r en
C™*!, que se define como

H" ) ={ze€C" i (z,2) = =1},
O espazo tanxente a H{"™'(r) en 2 é
T.H ' (r) = {w e C"": (z,w) =0} .

Restrinximos (-, -) a H""!(r) para obter unha métrica de Lorentz cuxa conexién de Levi-

Civita V vén dada por

~ XY
VXY:DXY—< )

£,
para X,Y tanxentes a H?"™(r), e onde ¢ designa o campo unitario normal definido por

1
52 = —Zz.

r

A xustificacion disto é andloga & do caso proxectivo, coa unica diferenza de que, neste caso,

Da ecuacién de GauB obtemos o tensor de curvatura R de H 2 ()

Ry Z = —— (Y, Z) X — (X, 2)Y).

r2

Definimos a variedade CH™ como a imaxe de H7"(r) mediante a proxeccién candnica
C*t1\ {0} — CP™ do espazo proxectivo complexo:

7 H>(r) — CH" C CP""

Equivalentemente, CH™ é o espazo de rectas complexas negativas de C"*! (respecto da
métrica ( , ) de signatura (2,2n)).
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O hiperplano complexo de C"*! definido por z, = 0 non corta a H"™(r). Polo tanto,
o hiperplano proxectivo complexo de CP" de ecuacién zy = 0 non corta a CH". Asi pois,
CH™ esta contido na carta afin zg # 0 de CP"™, polo que

H" = {77-(17217 ) Zn) -1+ |Z1|2 +oe |Zn|2 < O} )

onde aqui 7: C*** \ {0} — CP™ é a proxeccién canénica. Noutras palabras, CH" =
m ({1} x Ben(0,1)), co cal CH™ é difeomorfo a unha béla aberta usual de C".

Polo tanto, CH™ é unha subvariedade diferenciable aberta de CP™. Non obstante, no
seguinte apartado dotaremos a estes dous espazos de métricas riemannianas diferentes.

1.3.3. As estruturas riemannianas de CP" e CH"

Debido 4s analoxias entre CP™ e CH™ e para abordar nunha soa lina expositiva o
estudo de ambos espazos, introducimos o simbolo &, que valera 1 no caso proxectivo e —1
no hiperbodlico. Asi, por exemplo, o tensor de curvatura vira dado por

RWZ:%«x@X>@&me

Tamén poremos M en lugar de CP" ou CH", e M en vez de S 1(r) ou H> ' (r). A
proxeccion que se considerard neste apartado sera : M — M.

Primeiramente, observemos que, nambos casos, a métrica (-, -) é de Kahler. Para com-
probalo, chega con darse conta de que, nas coordenadas habituais, os simbolos de Christoffel
da conexion de Levi-Civita D son todos nulos; un sinxelo célculo en coordenadas permite
enton concluir que Dy JY =JD x Y, para calquera dous campos diferenciables X, Y sobre
Cr+! = R2"*+2 polo que DJ = 0. - N

Designaremos por V' o campo unitario tanxente a M definido por V = J&. Obsérvese
que <£7£> = <V7 V> = €. N

Podemos descompor ortogonalmente o espazo tanxente a M nas chamadas componentes
vertical e horizontal,

TM =RV @V

Sexa z un punto calquera de M.

Notemos antes de nada que RV, é xusto o ntucleo da diferencial 7,, da proxeccién
canénica, polo que 7, envia V- isomorficamente sobre T, W(Z)M Isto permite definir, para
un vector X € TW(Z)M (analogamente, para un campo X € I'(T'M)) o levantamento
horizontal X' de X a z, como o tnico vector (resp. campo) en V' (resp. en I'(V1)) que
proxecta a X, i.e., m. XL = X. Nétese que o levantamento horizontal X% estd ben definido
para cada punto z € M6 que se levanta o vector X.

Consideremos a xeodésica t — ¢;(z) sobre M que parte de z con velocidade inicial
Jz =iz = rV,, a cal nos d4 a fibra sobre 7(z): 7 (m(z)) = {e"z: 0 < t < 2r}. Nétese
que {®;}er nos déd un grupo uniparamétrico de isometrias; de feito, ¢; pddese expresar
na forma matricial eI, sendo I a matriz identidade (obsérvese que eI € U(n + 1) para
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e=1ee"l € Ul,n) para e = —1). Ademais, por preservaren as fibras, cumpren que
mo @, = 7. Isto implica que, se X € TW(Z)M, entén e, (1) XE = 1. XL = X e, como
(1) XE € V;t(z) por ser XE € V1 e o, isometria, temos que th(z) = (1) XL
Definamos a estrutura case complexa J de M mediante JX = w*(jX Ly, para X €
I(TM) ou, equivalentemente, mediante Jm, X = 7, (JX), para X € D(V1). Estd ben
definida porque se X e X%, (con t € R) son dous levantamentos horizontais de X entén
(p1)s(JXL) = JXE, (pois pédese facer a identificacion ()., = €1, co cal se ve que (o).

eity
e J conmutan), e a relacién 7 o ¢, = 7 permite concluir que . (JXE) = i, (JX L)
Ademais, é claro que J é lineal e, como V=+ é j—invariante, séguese que J? = —id.

Para introducir unha métrica de Riemann en M téhense descrito varios métodos. O que
seguiremos nos ¢é o de pedir que a proxeccion 7 sexa unha submersion semi-riemanniana.
Isto quere dicir que cada T, envie (kerm,,)t = V.1 isometricamente sobre TW(Z)M . Asi,
para campos ou vectores tanxentes X,Y en M definimos a métrica mediante (X,Y) =
<X Lyk > E doado comprobar que é unha definicion correcta, pois as isometrias ¢; actian

transitivamente nas fibras, e tamén que se trata dunha métrica hermitiana, pois se X,Y" €
['(TM) entén

(JX,JY) = (m(TXE)E (m (JYENEY = (TXE JYE)y = (X5 YE) = (X,Y).

As férmulas estandar das submersiéns semi-riemannianas (véxase, por exemplo, [35]) per-
mitennos obter a conexién de Levi-Civita V de M, que vén dada por

VY = (%XLYL) ,

para campos X,Y € I'(TM).

Ademais, a métrica que consideramos sobre M é de Kihler. En efecto, sexan X,Y €
L(TM). Por ()7, ()%, (-)rv e (-)y+ denotamos, respectivamente, as proxecciéns sobre o
tanxente a M , 0 normal a M , a distribucién RV e a distribucién V+. Temos que:

(VxJ)Y =VyJY — JVUxY =, (%XL(JY)L) _J (mﬁXLYL)
_— (6)@ Tyt - ](%XLYL)VQ
_— ((DXJYL)T - ”(DXLYL)VL)

_— ((DXJYL)W 4 (Dyr Y Py — (JDXLYL)VQ —0,

onde se tivo en conta que V* é unha distribucién invariante por J. , que ker m, = RV e que
a métrica en C"*! é de Kihler (logo D.J = 0). Dedticese, en particular, que a estrutura case
complexa J sobre M é integrable, polo que M é unha variedade complexa con estrutura
complexa J (cf. [27], Teorema 4.3, ou [49], Teorema 3.2).

Finalmente xustificaremos por que M ten curvatura seccional holomorfa constante.
Botamos man, de novo, dun par de ecuaciéns da teoria de submersions semi-riemannianas
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(véxase [35]):

VY = (VxY) + % (X, YE]

K(X,Y)=K(X"Yh +

(X5 Y gy, [X5 Y gy )
4((XE, XEYE YE) — (X, YE)2)

onde XY € F(TM ), e K e K denotan as curvaturas seccionais de M e M , respectivamente.
Entoén:

(XL YE] VY = 2V YE — (VxYV)E V) = 2(V i YE V) = 2((Dx YE) T, T€)
= —2J(DxeY"), &) = =2(Dye JY' €) = 2(JY", Dx1€)
2

r

= —2(JY* SX)y = Z(Jyl Xty =

<IN

(JY, X).

E, por tanto, a curvatura seccional de M asociada a unha distribucién J-invariante de
rango 2, xerada polo sistema ortonormal {X, JX}, é:

K(X,JX) = %+%<J(JX),X>2(V,V> = % (1+3<X,X>2) _ %

r

Asi pois, podemos concluir que M é un espazo de curvatura seccional holomorfa constante
¢ = 4e/r? e, dacordo coa Proposicién 1.2, o seu tensor de curvatura vén dado pola expresién:

RxyZ == (Y, 2)X — (X, 2)Y + (JY, Z)JX — (JX, Z)JY — 2(JX,Y)JZ).

=10

A métrica que se definiu no espazo proxectivo complexo CP™ denominase métrica de
Fubini-Study, mentres que a definida no espazo hiperbolico complexo CH™ chamase métrica
de Bergman.

Por ultimo nesta seccion xustificaremos por que CP™ e CH™ son variedades simplemente
conexas e completas. Que CH" é simplemente conexo séguese do feito de ser difeomorfo
a unha bdla aberta de C". Para deducir que CP" é tamén simplemente conexo, podemos

botar man da sucesién exacta longa de homotopia aplicada 4 fibracién 7: S (r) — CP™
con fibra S':

e —mp (SP(r)) — T (CP™) — o (S') — -

Como 71 (S*"1(r)) e mo(S1) son triviais, séguese que 7 (CP™) é tamén trivial.

A completitude de CP" dedtcese da sia compacidade, mentres que a de CH™ séguese
da completitude do espazo de anti de Sitter (cf. [36], Cap. 4) e de que as submersiéns semi-
riemannianas envian xeodésicas horizontais en xeodésicas (cf. [36], Cap. 7). Non obstante,
na proxima seccion veremos que CP™ e CH™ son espazos simétricos, do cal se segue que
son completos.
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1.3.4. CP" e CH" como espazos simétricos

E cofiecido que o grupo de matrices que preserva o produto escalar usual (-, -) de C"*!
empregado 6 definir CP™ é o grupo unitario U(n + 1), formado por todas aquelas matrices
complexas A tales que a sta inversa A~! coincide coa sta conxugada trasposta A*. Este
grupo preserva as rectas complexas pola orixe de C"*! e acttia transitivamente nelas. Por
tanto, U(n + 1) actia de xeito transitivo sobre CP™; se A € U(n + 1), a actuacién de A
sobre p = w(z) € CP™ faise mediante A(p) = 7(Az). Dado que U(n + 1) preserva (-,-) e
posto que a métrica sobre CP" se definiu de xeito que 7 fose unha submersién riemanniana,
a accién anterior é por isometrias. Non obstante, todas as transformaciéns do tipo zI, onde
I é a matriz identidade e |z| = 1, actiian trivialmente sobre CP". Queddmonos entén co
subgrupo SU(n + 1), que sigue actuando transitivamente, pero esta vez con ntcleo finito
formado polas matrices zI con z raiz (n + 1)-ésima da unidade.

Observacion 1.3. O grupo que actia de xeito transitivo e efectivo sobre CP™ é o cociente
de U(n + 1) polo seu centro, formado polas matrices do tipo zI, con |z| = 1. Este é, por
definicién, o grupo unitario (especial) proxectivo PU(n+1) = PSU(n+1) = U(n+1)/U(1).
Habitualmente, no estudo dos espazos simétricos cométese o abuso de chamar grupo de
isometrias do espazo a un grupo de Lie que, se ben non actia efectivamente sobre o
mesmo, o subgrupo dos elementos que acttian trivialmente € finito. Para os nosos propositos
sera suficiente, por tanto, traballar co grupo SU(n + 1).

Temos, por tanto, que CP™ é un espazo homoxéneo. Calculemos o subgrupo de isotropia
dun punto. Sexa, por exemplo, p = 7(r,0,...,0) = 7w(re;) € CP". As matrices A €
SU(n + 1) tales que A(p) = w(rAe;) = m(re;) = p son as que verifican que Ae; = Aey
para algin A € St E dicir, son as que tefien como primeira columna a Aej, |A| = 1. Por
tanto, o subgrupo de isotropia de p é S(U(1) x U(n)) = S(U(1)U(n)), isto é, as matrices
de U(1) x U(n) = U(1)U(n) con determinante 1. Este grupo é isomorfo a U(n) mediante
a aplicacion

det A™'| 0

AeUn) — e S(UMU(n)).

0 A

Asi pois, o espazo proxectivo complexo ten a seguinte descriciéon como espazo homoxéneo:
CP"=SU(n+1)/S(U(1)U(n)).

Para probar que CP™ é un espazo simétrico chega con atopar unha isometria involutiva
en torno a un punto p, que tena a p como punto fixo illado. Para o punto p = m(re;), tal
isometria vén dada pola transformacion
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posto que p = m(re;) é o tinico punto fixo para a actuacién de A sobre CP™ no aberto
formado polos puntos 7(z) con zy # 0.

Ademais, CP" = SU(n+1)/S(U(1)U(n)) ¢ un espazo simétrico hermitiano, dado que
admite unha estrutura de variedade complexa tal que SU(n+ 1) actia por transformaciéns
holomorfas. Isto tdltimo equivale a que cada transformacién de SU(n + 1) verifique as
ecuacions de Cauchy-Riemann ou, o que é o mesmo, a que

Jog,=g,0J, para todo g € SU(n + 1).

Pero isto séguese de que J o g, = g, o J, para todo g € SU(n + 1), onde agora SU(n + 1)
acttia sobre C"*! (s6 estamos dicindo que as transformaciéns de SU(n + 1) sobre C"*! son
C-lineais).

O caso do espazo hiperbdlico complexo é andlogo. Agora, o grupo de matrices que
preserva a métrica semi-riemanniana (-, -) sobre C"*!

<Z, 'LU) = Re (—ZQ'LUQ + Z zkwk> ,
k=1

para z,w € C"™' ¢ o grupo U(1,n), consistente naquelas matrices complexas A de orde
n+ 1 tales que Al ,A* = I, ,,, onde

-1 0

hn=1 I, ’

sendo I, a matriz identidade de orde n. O igual ca no caso de U(n + 1), o grupo U(1,n)
preserva as rectas complexas e intercambia calquera duas rectas complexas negativas, posto
que atopar un elemento de U(1,n) que envie re; nun z € C™"! arbitrario con (z,z) =
—r? equivale a poder completar z/r a unha base (-,-)-ortonormal, o cal se pode facer
polo proceso de Gram-Schmidt aplicado & métrica (-, -). Por tanto, U(1,n) acttia de xeito
transitivo e por isometrias sobre CH™. o) igual que con CP", quedamonos co subgrupo
SU(1,n), que segue actuando de xeito transitivo sobre CH™.

Por tanto, CH™ é un espazo homoxéneo. O cédlculo do subgrupo de isotropia de 7(re;)
é 0 mesmo ca no caso proxectivo, obtendo tamén S(U(1)U(n)) (que é subgrupo tanto de
SU(n+1) como de SU(1,n)). Asi pois, obtemos a seguinte descricién do espazo hiperbdlico
complexo como espazo homoxéneo:

CH™ = SU(1,n)/S(U(1)U(n))

A mesma isometria involutiva A que se considerou no caso proxectivo permitenos tamén
concluir que CH™ é un espazo simétrico. Ademais, o par (G, K) = (SU(1,n), S(U(1)U(n)))
é un par simétrico, posto que o subgrupo de puntos fixos de SU(1,n) pola aplicacién
B — Ao Bo A é o propio subgrupo de isotropia S(U(1)U(n)).
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Ademais, CH" = SU(1,n)/S(U(1)U(n)) é un espazo simétrico hermitiano, polo mesmo
motivo que no caso proxectivo.

Concluimos que CP" = SU(n +1)/S(U(1)U(n)) é un espazo simétrico hermitiano de
tipo compacto, sendo (SU(n+1),S(U(1)U(n))) un par simétrico, mentres que CH" =
SU(1,n)/S(U(1)U(n)) é un espazo simétrico hermitiano de tipo non compacto, sendo
tamén (SU(1,n), S(U(1)U(n))) un par simétrico.



Capitulo 2

Descricion de CH" como grupo de Lie

Neste capitulo profundizamos na andlise de CH™ = SU(1,n)/S (U(1)U(n)) como es-
pazo simétrico hermitiano. Para iso estudamos a estrutura da alxebra de Lie do grupo de
isometrias SU(1,n), con vistas a obter un modelo mais sinxelo para o espazo hiperbélico
complexo. Este modelo sera o dun grupo de Lie resoluble con métrica invariante & esquerda,
grupo que nos vird dado pola descomposicién de Iwasawa do grupo de isometrias. O ob-
xectivo desta andlise serd o de, na Seccion 2.3, describir certas subvariedades homoxéneas
de CH™ que apareceran no resultado principal deste traballo.

Faremos uso de certos conceptos e resultados da teoria de estrutura das alxebras de Lie
semisimples e dos espazos simétricos. Libros de referencia neste campo son [23] e [28].

2.1. Estrutura do espazo simétrico CH"

Xa vimos na Seccién 1.3.4 que CH™ é o espazo simétrico SU(1,n)/S (U(1)U(n)). De
aqui en diante poremos G = SU(1,n) e K = S (U(1)U(n)).

Para denotar un certo tipo de matrices que apareceran a miido, establecemos a notacion
seguinte:

sendo A € R, v € C" e X unha matriz complexa cadrada de orde n.
A continuacion recordamos as alxebras de Lie que intervenen na descriciéon de CH™
como espazo homoxéneo. A alxebra de Lie de U(n) é a das matrices anti-hermitianas:

u(n) = {X € gl(n,C) : X + X* = 0}

101 212 AT )
—Z12 'ia,g e Z29n

= ) ) ) ) ra; €ER, 2 € C
_Zln —Zgn ’iCLn

17
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En particular, u(1) = iR. Polo tanto, a alxebra de Lie de S(U(1)U(n)) é:
t=s(ul)@un)={[N0, X]:XxeR, X €u(n), ix+trX =0}.

Obsérvese que esta dlxebra de Lie é isomorfa a u(n).
Finalmente, a alxebra de Lie de SU(1,n) é:

g=su(l,n)={Yeglin+1,C): YL, +1,Y" =0,trY =0}
={[A v, X]: 2 eR,veC" X cun),ix+tr X =0}.

Sexan A\, € R, v,w € C" e X,Y € u(n). Tendo que conta que:

(A v, X [u,w,Y}:<_)‘N+UU1‘Mw +UY)7

v + Xw ‘ vw* 4+ XY
obtense a seguinte expresion para o célculo do corchete da élxebra de Lie su(1,n):
[T\ v, X, [, w, Y] = [2Imv*w, i(pv — Aw) + Xw — Yo, [X, Y] +vw* —wo*] .
A forma de Killing B de su(1,n) vén dada por
B(M,N) =tr(ad(M) ocad(N)) =2(n+ 1) tr M N, M, N € su(1,n).

Xustifiquemos brevemente esta expresion. E cofiecido que a forma de Killing de gl(n+1,C)
vén dada por B(M,N) = 2(n+ 1)tr MN — 2tr M tr N. Posto que a alxebra de Lie das
matrices de traza cero, sl(n + 1,C) é un ideal de gl(n + 1,C), a sia forma de Killing
obtense restrinxido a forma de Killing de gl(n + 1, C), é dicir, B(M,N) = 2(n+1)tr M N.
Agora ben, su(1,n) é unha forma real da élxebra sl(n + 1,C) (é doado comprobar que a
complexificacién da primeira dé a segunda), polo cal a forma de Killing de su(1,n) é a
restricién da de sl(n + 1, C). Concliese asi a expresién para a forma de Killing de su(1,n).

Unha involucion de Cartan dunha alxebra de Lie real semisimple g é un automorfismo
6 de g tal que 6% = id e a forma bilineal non dexenerada By definida por

Bo(X,Y)=—B(0X,Y), XY €gq,

¢ definida positiva.
Consideremos a seguinte aplicacién lineal 6: su(1,n) — su(1,n) definida por

O\ v, X]=—[\ v, X]"=[\ —v, X]|.
E inmediato que 62 = id e mais que 6 [M, N] = [0M,6N]. Ademais, a forma bilineal By

asociada é definida positiva, pois:
By ([N v, X, [p, w,Y])==B(@O [\ v, X]|, [, w, Y])
= —2(7’L + 1) tr [Aa -, X—I [M> w, Y—I

= 2(n+1) <)\u + 2Rev'w + Zajbj + QReZa:jkyjk) ,

j=1 i<k
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onde X = (zji), Y = (y;), ta; = xj; e ib; = y;;, para j = 1,...,n. Polo tanto, By
é un produto interior en su(1,n) definido positivo, e 8 é unha involucién de Cartan para a
alxebra de Lie semisimple su(1,n). Podemos considerar entén a descomposicion de Cartan
de su(1,n) asociada a 6, que non é mais cd descomposicién ortogonal (respecto de B e
tamén de By) su(l,n) = €& p nos autoespazos +1 e —1 de 6:

t={Mecsu(l,n):0M =M} ={[\0, X]: AR, X €u(n),i\+trX =0}
= s(u(1) @ u(n)),
p={Mesu(l,n):0M =-M} ={[0,v,0]:0eC"} =C".

E doado comprobar que, 6 igual que para calquera outro espazo simétrico, se cumpren as
seguintes inclusions:

p,pl CE B ECE [p,E] Chp

2.1.1. A descomposicion en espazos de raices

Escollamos agora un subespazo abeliano maximal a C p, por exemplo

;

0Ol z 0 .. 0 )

8

o
Il
=

a=RIJ0, e, 0] = xeR

0

\ J

onde ¢; = (1,0,...,0) € C". A dimensién de a (que se pode probar independente do
subespazo abeliano maximal de p escollido) chdmaselle rango da alxebra de Lie su(1,n)
ou do espazo simétrico CH™ = SU(1,n)/S(U(1)U(n)). Comprobemos que os subespazos
abelianos de p tenen dimensién 1, para probar a maximalidade de a. Suponiamos que b
é un subespazo abeliano de p e tomemos [0, v, 0] e [0, w, 0] dous elementos non nulos de
b. Tense que 0 = [[0, v, 0], [0, w, 0]] = [2Imv*w, 0, vw* —wv*], co cal vw* —wv* =0 e,
enton, v;w; = w;v; para todo 4, j € {1,...,n}. Fixemos un ¢ tal que v; # 0. Entén, collendo
i = j, temos que T+ = %’;, é dicir, n = 7+ € R. Séguese que, para todo j, w; = nv; e, de
aqui, que w; = nvj,bpara todo 7. Por tanté, w e v son vectores proporcionais, con constante
de proporcionalidade real. Por tanto, b ten que ter dimensién (real) 1.

Definamos a seguinte 1-forma a € a*:

0| x 0 ... 0

8
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E definamos H, como o tnico elemento de a tal que By(H, H,) = o(H) para todo H € q;
neste caso

1
(1) m O cen 0
1 4(n+1)
H,=|0,——¢,,0| = 0
[ D) 1 | 0
0

Consideremos a familia {ad(H) : H € a} de operadores autoadxuntos de su(1,n) (res-
pecto de By) e que conmutan dous a dous. Polo tanto, tales operadores diagonalizan simul-
taneamente. Podemos considerar enton os seus autoespazos, chamados espazos de raices:
para cada A € a* definimos

g={X eg=su(l,n):ad(H)X = A\(H)X para todo H € a}.

Denominaremos raiz restrinzida de g a cada elemento 0 # A € a* tal que g, # {0}.
Denotaremos por Y o conxunto de todas as raices restrinxidas de g.
No noso caso temos:

ga:{lroa (Oav)a ( _OU % )-‘ IUECn_l}: :'Ue(cn_l )
v|—v 0

UL | =i 0
. | =i 0
: — |0
gzazﬂu,(zuﬁ),( OM ON:MER}I THERS,
0] 0 0

020 = 0920 = {L% (—ip, 0), ( _éu 8 )—‘ tpE R}7

goz{{u, zeq, (ZSL 3)—‘ :,u,:):e]R,YEu(n—l),2iu+trY:O}

| x 0
T | 0

= e €R Y eun—1), 2ip+try =0
010 Y

En particular, tense que go, g—a = C" ! € gon, g—2a = R.
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Temos entén a seguinte descomposicion en espazos de raices de g = su(1,n) (que é unha
descomposicién ortogonal respecto de By):

0=020DPg-a DD ga D 92a-

E verificase que [gg, g,] C 954+, para calquera par (3, .

2.1.2. A descomposicion de Iwasawa

A continuacién presentaremos outra descomposicion do grupo de isometrias de CH",
SU(1,n), que vén inducida por unha descomposicién da sta dlxebra de Lie su(1,n). Tratase
da descomposicion de Iwasawa, que sera de grande importancia no que segue.

Escollamos, para iso, unha orde en ¥ que faga que a e 2a sexan raices positivas e

definamos
) —ip | v* e
n:ga@QQOé:{’i[M (Z:U>'U)>< _5 0 >—‘ :,UE]Ra'UEC 1}

*

UL | =i v
UL | =i v*

= peR veC
v | —v 0

que é una subalxebra nilpotente (pois [gg, g,] C gs+y para calquera par de raices 3,7)
isomorfa & alxebra de Heisenberg de dimensién 2n — 1.

Observacion 2.1. A alxebra de Heisenberg de dimensién 2n + 1, n > 1 é a subélxebra de
Lie b,, de gl(n + 2, R) seguinte:

0 a c
b, = 0 0 b | :a,beR",ceR
0 0 0
Pédese definir tamén en termos dos seguintes xeradores: p; (a = e;,b = 0,¢ = 0), ¢
(a=0,b=e;,c=0)parai=1,....,n,e z (a=>b=0,c=1). As relaciéns de conmutacién
son enton:

[piaqj] = 6ijza [pza Z] = 07 [qlﬁ Z] =0.

Un isomorfismo entre h,_; e n pddese conseguir mediante as relacions

= [0 0 (2] s oo, ()]
z— 2 {1, (2,0), (%’&ﬂ :
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Observacion 2.2. A subdlxebra a é claramente abeliana, n é nilpotente e a @ n é unha
subédlxebra de Lie de g resoluble. Ademais [a & n,a @& n] = n.

Neste punto, podemos presentar a descomposicion de Iwasawa da alxebra de Lie g =
su(1,n) (respecto da escolla do subespazo abeliano maximal a de p e da orde en ), que é:

su(l,n) =¢@adn

([ ix] 0 .. 0 )
0
- 0 x AER, X eun), iA+trX =0
\ O Vs
(/[ 0|y O 0 )
Y
0 )
D . 0 cyeR
\ 0 J
([ ip | —ip| v
UL | =2 v*
fa) peR, veC?
v | —v 0
\

Observacion 2.3. Ainda que €, a e n son subalxebras de g, a descomposicién de Iwasawa
¢é tan s6 unha descomposicién en suma directa de subespazos vectoriais de g, e non en
suma directa de alxebras de Lie (pois, por exemplo, [a,n] # 0). Ademais, a descomposicién
tampouco é ortogonal (nin respecto de B nin respecto de By): tense que a L ¢, a L n pero
tfn

Sexan agora A e N os subgrupos conexos de G = SU(1,n) con élxebra de Lie a e n,
respectivamente. Entén AN = {an € G:a € A, n € N} é un subgrupo de G. Comprobe-
mos isto. Sexan a,b € A e n,m € N; entén anbm = ab(b~'nb)m e (an)™! = n~la™! =
a~!(anta™1). Por tanto, chega con probar que p,(n) € N para todoa € Aen € N,
sendo ¢, a conxugacion por a. Tomemos n € N e a € A nun entorno do neutro para
o cal Exp sexa un difeomorfismo (en realidade, como N e A son nilpotentes, esta res-
tricion é superflua). Pondo entén n = Exp(H) e a = Exp(C) con H € ne C € a,
temos que ¢, (n) = ¢.(Exp(H)) = Exp(Ad(a)H) € N posto que ad(C)n C n e, entén,
Ad(a)H = Ad(Exp(C))H = (@ H = 3> L(ad(C))"H € n. Para elementos arbitra-
riosn € N ea € A, que p,(n) € N séguese do feito de que un entorno do neutro dun
grupo de Lie conexo xera todo o grupo.

O subgrupo AN é entén un subgrupo conexo de G. E ademais o menor subgrupo de
G que contén a A e a N. E doado tamén comprobar que a sta alxebra de Lie é a ® n

(a alxebra de Lie de AN contén a a @ n, pero coinciden porque as dimensiéns son as
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mesmas). O teorema da descomposicién de Iwasawa a nivel de grupos de Lie asegiiranos
que a aplicacion produto
KxAxN — G
(k,a,n) +—— kan,

¢é un difeomorfismo, e que A, N e, por tanto, AN son simplemente conexos. Hai que notar
de novo que a descomposicion anterior danos un produto de variedades diferenciables, non
un produto directo de grupos de Lie.

Ademais, por ser A e N nilpotentes (A abeliano, de feito) e simplemente conexos,
as aplicaciéns exponencial de A e N, Exp|,: a =& A e Exp|,: n — N respectivamente,
son difeomorfismos (cf. [28], Teorema 1.127). A aplicacién exponencial do subgrupo AN,
EXD |ggn: a®n — AN, é tamén un difeomorfismo. Isto séguese da caracterizacién seguinte
(cf. [37], Teorema 6.4): para un grupo de Lie simplemente conexo, que a siia exponencial
sexa un difeomorfismo equivale a que para todo X na sta alxebra de Lie, ad(X) non tena
autovalores imaxinarios non nulos. Aqui o grupo é AN e a sia édlxebra de Lie a & n, pero
pddese atopar unha base de adn na cal as matrices asociadas 6s elementos de ad(a®n) sexan
triangulares superiores con entradas reais na diagonal (véxase [28], Lema 6.45: simplemente
se trata de fixar unha base ortonormal da alxebra de Lie, adaptada & descomposicién en
espazos de raices dun modo conveniente). Disto séguese que os autovalores de cada ad(X),
con X € ad®n, son reais. Unha dlxebra de Lie (como a®n) resoluble e tal que os autovalores
de todos os ad(X) son reais dise completamente resoluble ou, en inglés, “split solvable”.

Observacion 2.4. Para unha demostracién alternativa do feito de que Exp |qqn: adn — AN
é un difeomorfismo, véxase [12], Seccién 4.1.4, onde se calcula explicitamente esa exponen-
cial en termos da exponencial de n. Hai que sinalar, non obstante, que a argumentacién en
[12] s6 é vialida para os denominados espazos de Damek-Ricci, mentres que o razoamento
que expuxemos arriba esténdese 6 caso dos espazos simétricos de tipo non compacto.

2.1.3. O modelo do grupo de Lie resoluble AN

Neste apartado veremos como podemos identificar o espazo hiperbdlico complexo co
grupo de Lie resoluble AN dado pola descomposicion de Iwasawa da subseccién anterior.
Ademais, transferiremos a estrutura riemanniana de CH™ a este grupo, de xeito que AN
sera un grupo de Lie con métrica invariante & esquerda. Dotarémolo tamén da estrutura
complexa inducida e, finalmente, escribiremos o corchete de Lie, a conexién de Levi-Civita
e o tensor de curvatura do grupo de Lie AN.

O subgrupo AN de G = SU(1,n) actta simple e transitivamente sobre CH" = G/K =
SU(1,n)/S(U(1)U(n)). Para comprobalo consideremos a accién transitiva de G' sobre CH"
por isometrias e ponamos 0 = K € G/K un punto de CH™ con grupo de isotropia K
(dacordo co feito na Seccién 1.3.4, o = w(rey)). Sexa p un punto calquera de CH™ e sexan
kK € Keh € AN tales que k'h/(0) = p. Que exista un h € AN tal que h(o) = p equivale a
que existan h € AN e k € K tales que k'h/ = hk, ou, o que é o mesmo, k~th=! = p/=1k'~1,
Pero a existencia de h e k garantizanola o teorema de descomposicién de Iwasawa. Por
tanto AN actua sobre CH™ de xeito transitivo. Agora, se h € AN cumpre que h(o) = o,
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entén h € K, co cal h é o elemento neutro de G, por estar en K N AN. Asi pois, AN actua
de xeito simple e transitivo sobre CH".

Sexa, de novo, o € CH™ o punto con subgrupo de isotropia K = S(U(1)U(n)), é dicir,
baixo a identificacion CH™ = SU(1,n)/S(U(1)U(n)), o = S(U(1)U(n)). Definamos a
aplicacion diferenciable

¢: G — CH"
h +— h(o).

Dado que ker ¢.; = ¢ = s(u(1) @ u(n)), podemos identificar T,CH" con p via ¢.;. A
métrica de Bergman g en CH™ (mellor dito, a sda restriciéon g, a T,CH™) induce unha
métrica ¢*g, en p mediante ¢, p — T,CH™.

A representacion de isotropia de CH" = G/ K,

Kxp — p
(k, [0, v, 0]) = Ad(k) [0, v, 0] = k[0, v, 0] k1,

ten por orbitas as esferas centradas na orixe de p = C" pois é equivalente 4 actuacién
de U(n) sobre C™. Por tanto, tratase dunha representacién irreducible, polo que o espazo
simétrico CH" = G/K é irreducible. A Proposicién 2.5 permitenos entén asegurar que o
produto interior ¢*g, sobre p é un miltiplo real positivo da forma de Killing B restrinxida
a p ou, equivalentemente, de By,

Proposicién 2.5. Sexa (G, K) un par simétrico riemanniano tal que G/K € irreducible.
Enton, restrinxindose 6 subespazo p, todo produto interior G-invariante g sobre o espazo
simétrico G/ K é un maltiplo real da forma de Killing B de G.

Ademais, este mailtiplo € positivo ou negativo sequndo sexa B, definido positivo ou
definido negativo, respectivamente.

Demostracion. Que G /K sexa un espazo simétrico irreducible implica que a sta represen-
tacion de isotropia
Kxp — p
(k,&) +— k& =Ad(k)¢
¢ irreducible.
Sexa ¢ un produto interior G-invariante sobre GG/K. Dacordo coa expresién da repre-
sentacién de isotropia, isto implica en particular que g é Ad(K)-invariante:

g(Ad(k)E, Ad(Kk)n) = g(&,n), paratodo k € K e todo &,n € p.
Definamos ® € End(p) a través de

B(®¢,n) =g(&n), &nep.

Sexa A un autovalor de ®. Vexamos que ker(® — \I) é Ad(K)-invariante. Para iso, sexa
€ € ker(® — A\I) e consideremos n € p e k € K arbitrarios. Entén, tendo en conta que g e
B son Ad(K)-invariantes, temos que:

B(® Ad(k)¢,n) = g(Ad(k)E,n) = g(§, Ad(k™")n) = B(®E, Ad(k~")n)
= AB(&, Ad(k™")n) = AB(Ad(k)¢,n) = B(AAd(k)E, 1),
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de onde se deduce que ® Ad(k)¢ = A Ad(k)¢, paratodo k € K e £ € ker(®— ). Por tanto,
o subespazo ker(® — M) de p é Ad(K)-invariante e, como a representacién de isotropia
K x p —p é irreducible, séguese que ker(® — AI) = p, co cal g = ABjyxyp.

A dltima afirmacién do enunciado é consecuencia directa de que g é un produto interior
definido positivo. O

Podemos considerar, por tanto, a tnica constante ¢ € R, ¢ < 0, tal que

1
o= ————B sobre p.
"9 c(n+1) o P
O feito de considerar esta constante ¢ e non outra quedara claro mais adiante.
Dado que AN actiia de xeito simple e transitivo sobre CH", a aplicaciéon ¢jan: AN —
CH™ é un difeomorfismo. Polo tanto, as variedades de Riemann (AN, ¢*g) e (CH", g) son
isométricas. Dado que a métrica g en CH™ é invariante por isometrias, séguese que

L (¢%g) = Lj¢*(h")'g= (h ' opo L) g=¢*g, paratodoh € G,

pois h ™ oo Ly (k') = h=Y(hIl/(0)) = h'(0) = ¢(h') para todo I/ € G, e onde denotamos por
Lj;, a multiplicacién por h pola esquerda nun grupo de Lie. Asi pois, a métrica ¢*g sobre
AN é invariante & esquerda. Denotemos esta métrica por (-, -). Por tanto, (AN, (-,-)) é un
grupo de Lie con métrica invariante 4 esquerda.

A partir de agora poderemos pensar a variedade de Kahler CH™ como o grupo de
Lie resoluble AN coa métrica invariante & esquerda (-,-). Esta identificacién permitiranos
reescribir a métrica, a estrutura case complexa, os corchetes e a conexion de CH™ = AN
en termos da alxebra de Lie a & n.

A continuacién, se como subindice dun campo invariante pomos un subespazo vectorial
de g, significard que tomamos a proxeccion dese campo sobre tal subespazo. Sexan X,Y €
a®n=T(AN) dous campos invariantes & esquerda. Entén:

. 1
<X7 Y) =¢ go<XE + Xp,Ye + Y;J) = 90(¢*Xp7 ¢*Y;J) = _c(n + 1)B€(XP’Y;’)
1 B, 1—9X’1—9Y
cn+1) 2 2
1
— _m&)(xu + Xy — 0X, — 0X,,,Y, + Y, — Y, — 0Y;)
1
= B(2X, + X, — 0X,,2Y, + Y, — 0Y,
de(n +1) o(2Xa + " )
__ By(X, Y)+EB(X Y)+EB(9X 0Y,)
T o4 1) \CO e e Ty et Ty PO P
1 1
= - B Xu,}/a _B X\’UY;I Y
c(n+1)( ol )+ 5Bl ))

onde se tivo en conta que a C p, que a L n, n L In e a L On (pola descomposicién en
espazos de raices) e que # é un automorfismo de g.
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A férmula que vimos de deducir para (-, -) e a expresién que temos para By permitennos
calcular en termos matriciais o produto interior de dous elementos de a & n:

<[b, (a +ib,v), (i—ﬂ%ﬂ , [d, (c+ id, w), (:—Zf’%ﬂ)

4 4
= ——(ac+bd+ Rev'w) = ——((a +ib,v), (¢ +id, w))gon,

onde (-, -)gzn denota o produto escalar usual en R?", definido por {(uy, us)r2n = Re(ujus,) se
U1, uy € C" e onde puxemos a,b,c,d € R e v,w € C* 1.
A seguinte notacion, para refirirnos 6s elementos de a @ n, simplificard as contas no que
segue:
. B ) —iy | v* 1
|z + 1y, v] = [y, (x + iy, v), ( — 10 )—‘ , r,yeRoveC' .
Analicemos agora a estrutura case complexa inducida sobre a & n. O grupo de Lie AN
pédese dotar dunha estrutura de variedade complexa (é méis, de variedade de Kéhler) me-
diante a identificacién que estamos considerando entre AN e CH™ por ¢|4n. Podemos entén
describir a estrutura case complexa J que induce, sobre a & n, a estrutura case complexa
de CH™ (que tamén denotamos por J). Para iso, sexa X = |z + iy, v] € a @ n. Dacordo
coas eleccions feitas (véxase a Seccién 1.3.4), temos o = 7(re;), onde m: H{" " (r) — CH"
é a proxeccién usual do espazo de anti De Sitter sobre o espazo hiperbédlico complexo. O
vector de T,CH™ que lle corresponde a %X é enton

1 d
;(b*(X) =T, <£ Exp(tX)el) =m(Xey) = m(iy, z + iy, v) = (0, x + iy, v),

t=0
posto que t — 7 (r Exp(tX)e;) é a curva integral en CH™ pasando por o do campo de
vectores fundamental asociado a X. Tamén se tivo en conta que ie; é un vector tanxente
a fibra de m no punto rey, polo cal 7, (ie;) = 0. Por como se definiu a estrutura complexa
J de CH™, tense que

%M)*(X) = In(Xer) = m (J(Xen)ys ) = m (10,2 + iy, v)) = 7. (0, —y + iz, iv),

onde J denotaba a estrutura complexa de C*!, é dicir, multiplicar as coordenadas por 7,
e onde (). denota a proxeccién sobre a distribucién horizontal de H:""!(r). Razoando
de xeito similar a como fixemos antes con X, dedticese que atopar o elemento de a & n
que lle corresponde a Jo.(X) = rm. (0, —y + iz,iv) € T,CH"™ mediante o isomorfismo
(G1an)«: a @ n — T,CH" significa encontrar unha matriz Y de a @ n tal que 7, (Ye;) =
7.(0, —y +ix, ). Pero isto implica que Y = |—y + iz, iv]. Asi pois, a estrutura complexa
J sobre a & n vén dada por:

Jx+iy, v] = [i(z +iy, v)] .

Hai que notar que se cumpre que Ja = go, € que g, € J-invariante.
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Observacion 2.6. Do Teorema 7.117 en [28] dediicese que, dada calquera estrutura complexa
J sobre G/ K que convirta esta variedade de Riemann nun espazo simétrico hermitiano, a
aplicacion inducida J: p — p é da forma J = (ad(X))jp, para algin X, no centro de €.

E doado comprobar que o centro de ¢ esta formado polos elementos X = [nA, 0, —i\l,],
con A € R. Ponamos Xy = [nAg, 0, —iAol, ]|, con \g € R. Se Y = [0, v, 0] € p, entén
ad(Xo)Y = [0, —(n + 1)iAgv, 0]. Posto que J* = —id, tense que —(n + 1)?A3 = —1, de
onde se segue que a estrutura complexa J ¢é Unica salvo orientacion.

Reescribimos a continuaciéon na nova notacién algunhas das férmulas obtidas ata o de
agora:
J |z +iy, v]| = i(z + 1y, v)],
(Lo + i, 0] ot b, w]) = (o + iy, ), (a -+ i),
[l +iy, v], |a+ b, w|] = |2i(i(z + iy, v), (a + ib,w))gen, —av + zw] .

Podemos calcular agora a conexién de Levi-Civita V para campos de vectores invariantes
4 esquerda en AN. Para iso, poiamos X = |z + iy, v], Y = |z +it, w| e Z = |a + ib, u|
e apliquemos a férmula de Koszul:

2AVxY, Z)
= (X,Y],2) = (Y. 2], X) + ([Z, X].Y)
= ([lx+ iy, v], |z +it, w]], [a+ib, u])
—{[|z +it, w], |a+ib, ul], |z + iy, v])
+ {[la + b, u] , |z + iy, v]], |z +it, w])
= (|4ty + 2(v, w)gen—2 + i(—4yz + 2(iv, W)Rzn-2), —220 — 2yiw — 2tiv] , |a + ib, u]).

Por tanto:

Vatiy,0] L2+ it, w] = [2ty + (v, w)pen-—2 + i(—2yz + (iv, w)gzn-2), —20 — yiw — tiv] .

Definamos agora os campos unitarios seguintes:

B=2(n+1)y/—cH, = [0, A

Z:JB:{%__C,OJ.

Ademais tense que a = RB e go, = RZ.
Observando que a®n =a® g, D goa = RBD g, PRZ, se tomamos U,V € g,, obtemos
a seguinte reformulacién da conexién de Levi-Civita de AN

_ 1 1
Vap+U+22(bB+V +yZ) = /—c { <:cy + §(U, V>) B — 3 (bU 4+ yJU + xJV)

+ (=be+ 2uy) 2L
(e 00m) 2]
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Para comprobar esta férmula, ponamos U = |0, v| e V = |0, w|. Entén:

VB =V3gV =VgpZ =0,

vUB:vLO o] L—ﬂ’ OJ _ \fh _V_CUJ — V¢
’ 2 2 2

vUV = v|_0,vJ Lov ’UJJ = L<U7w>R2"*2 + i<iv7w>R2"727 OJ

= |_<'U,w>R2n72, OJ +J |_<Z’U w>R2n72, OJ

U,

<U w>R2n 2B+ <ZU w>R2nf2JB

2z
Y vz,
D e

m\w

=Y 2w vB+

V07 = Vo {

JU,

2
VB - VM,OJ“,J boJ ez,

V2V =¥z g 10, 0] = {o,

2

= = i/ —cC c
VzZ =V = o1 | =5 0| = {_—7 OJ =V —cB.
[0 2 2

Ademais, coas mesmas notacions, é doado comprobar que se tefien as seguintes relacions
para os corchetes:

B.7] = v=eZ, [B,U]:gU, UV] = v=eJUVVZ,  [Z.U] =0,

Podemos agora, empregando a descricion con grupos e alxebras de Lie que desenvol-
vemos, calcular o tensor de curvatura R de CH™ = SU(1,n)/S(U(1)U(n)), simplemente
aplicando a definiciéon de tensor de curvatura dunha variedade de Riemann. Sabemos que
a métrica de Bergman g que temos en CH" dota a este espazo de curvatura seccional ho-
lomorfa constante; é dicir, se X, Y,V son campos de vectores sobre CH™, o campo RxyV
¢ un multiplo negativo constante do campo

1

1 (Y, V)X — (X, V)Y +(JY,V)JX — (JX,V)JY = 2(JX,Y)JV),

onde tal constante é a curvatura seccional de calquera plano J-invariante. Se tomamos,
por exemplo, X = BeY =V = Z, este campo é B. Por outra parte, usando as relacions
para a conexién e para o corchete que deducimos arriba, temos que

R’BZZ = vazz — vaBZ — ?[sz}Z = cB.

Por tanto, a curvatura seccional holomorfa constante de CH" é c.
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2.2. Interpretacién xeométrica da descomposicion de
Iwasawa

A continuaciéon expomos brevemente o significado xeométrico das alxebras e grupos
de Lie da descomposicién de Iwasawa. Para profundizar nos conceptos e propiedades que
mencionaremos a continuaciéon pédese consultar [18].

Dtias curvas v e o parametrizadas por arco nunha variedade simplemente conexa, com-
pleta con curvatura non positiva M dinse asintdticas se existe unha constante positiva C
tal que d(v(t),o(t)) < C para todo t > 0, onde d denota a distancia riemanniana en M.
Esta definicién establece unha relacion de equivalencia na familia das xeodésicas completas
de M. A cada clase de equivalencia chamaselle punto do infinito. O conxunto de puntos do
infinito de M denominase fronteira ideal e denétase por M(co). No noso caso, M = CH™,
polo que denotaremos por CH™(o0) a fronteira ideal de CH™.

E posible dotar a CH™ U CH"(00) dunha boa topoloxia que fai que CH™ U CH™(c0)
sexa homeomorfo 4 béla unidade pechada no espazo euclidiano R**, onde CH"(o0) se
corresponde coa esfera unidade de R?". Esta topoloxia chdmase topolozia cono. Para o que
segue ¢ posible que sexa conveniente visualizar CH™ como a béla unidade aberta de R?*" e
CH™(00) como a sua fronteira (a esfera unidade); asi, dias xeodésicas serdn asintdticas se
converxen 6 mesmo punto da esfera unidade.

Pédese probar que para cada p € CH™ e cada © € CH"(00) existe unha tinica xeodésica
Yot R = CH™ tal que [[9ps]| = 1, 72(0) = p e limy oo 1 (t) = 2.

Xa sabemos que o grupo K da descomposicion de Iwasawa é o subgrupo de isotropia
dun certo punto o € CH". Sabemos tamén que podemos identificar o grupo AN co espazo
hiperbdlico complexo. Interésanos investigar, por tanto, que subconxuntos de CH" se co-
rresponden cos subgrupos A e N ou, equivalentemente, cales son as érbitas por o de A e
de N. Veremos tamén como son os campos de vectores invariantes & esquerda dados polos
elementos das stas alxebras de Lie, a e n.

Sabemos que podemos identificar p co tanxente en o, T,CH". A subélxebra de Lie a C g
é un subespazo abeliano unidimensional de p. En p = T,CH" a exponencial riemanniana e
a exponencial de grupos de Lie coinciden, é dicir, Exp(tX) -0 = exp,(tX) para todo X € p
et € R (Teorema 3.3, Cap. IV, en [23]). Disto séguese que a 6rbita do grupo A por o
coincide coa xeodésica determinada poroe a C p =T,CH". E dicir, A pédese identificar
cunha xeodésica completa con velocidade un pasando por o. Sexa x o seu punto do infinito
asociado, co cal A = ,,(R). E dicir, 7,.(R) é a érbita A - o por o da accién de A sobre
CH™, mentres que, debido a que A actia por isometrias, o resto das orbitas son curvas
equidistantes e asint6ticas a A-o (Figura 2.1). De feito todas estas érbitas tenen os mesmos
dous puntos do infinito: un é z e o outro (chamémoslle y) é o determinado pola xeodésica
Yoz Tecorrida en sentido inverso.

Observacion 2.7. O rango da dlxebra de Lie g = su(1,n) é a dimensién dun subespazo
abeliano maximal de p; neste caso, a dimensiéon de a é un. Este valor correspéndese coa
maior dimensién dunha subvariedade totalmente xeodésica e cha do espazo simétrico CH™.
Esta correspondencia xeneralizase a calquera espazo simétrico (cf. [23], Cap. V, Seccién 6).
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Figura 2.1: Orbitas da accién de A. Figura 2.2: Curvas integrais de B € a.

A partir de agora centrarémonos en buscar un significado & accién de N e en estudar
as propiedades das curvas integrais do campo B € a definido na seccién anterior. Como
se vera, estas duas analises estan moi relacionadas entre si. Antes de nada, nétese que a
subalxebra n ten dimension 2n — 1, polo cal o subgrupo asociado N actua sobre CH" con
cohomoxeneidade un, e recordese que o campo unitario B xera a subalxebra a.

Un primeiro paso para buscar informacion sobre as érbitas da accién de N é introducir
o concepto de campo de vectores fundamental. Suponiamos que un grupo de Lie H (con
alxebra de Lie ) actia por isometrias sobre unha variedade de Riemann completa M.
Para cada X € b, definimos o campo de vectores fundamental X* asociado a X do seguinte
modo: para cada punto p € M, considérase a curva a(t) = Exp(tX) - p, t € R, e definese

X, = %‘t:e a(t). Nétese que av é unha curva contida na 6rbita H - p, polo cal X* é un

campo tanxente &s érbitas da accién de H. E claro tamén que
T,(H -p)={X;: X eh}.

Ademais, cada X* é un campo de Killing pois o seu fluxo vén dado por isometrias do
espazo ambiente. No caso do grupo de Lie AN = CH" que nos ocupa, dado un campo
invariante & esquerda X € a®n, tanto X como X* se poden ver como campos definidos en
AN, pero é importante salientar que, en xeral, X e X* non coinciden e tenen propiedades
ben distintas. De feito (e isto é certo en calquera grupo de Lie), X* é o campo invariante
4 dereita que no elemento neutro e do grupo vale X, pois X = %}t:O Exp(tX) - -g =
%‘t:o R,(Exp(tX)) = Ry X.. Un exemplo disto vén dado polo campo unitario B € a:
veremos que as curvas integrais de B son xeodésicas asintoticas non equidistantes e cun
sé punto do infinito en comun, mentres que, como vimos, as curvas integrais de B* (que
coinciden coas drbitas da acciéon de A) son curvas equidistantes que, en xeral, non son
xeodésicas e que comparten dous puntos do infinito (Figuras 2.1 e 2.2).
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Voltemos 6 noso estudo do grupo AN. Primeiramente, obsérvese que, dado o campo
unitario B € a, pola férmula da conexién de Levi-Civita V de AN = CH", temos que
VB = 0, polo cal as curvas integrais de B son xeodésicas, ademais, parametrizadas por
arco; B é, por tanto, un campo xeodésico.

Agora, para un punto p € CH" xenérico, mediante a identificacion CH"™ = AN,
ponamos p = g € AN, co cal temos:

P dtl, di| (Lyo gy o Bxp) (1X) = Ly, (Ad(g™)X).

t=0
Como a @ n é completamente resoluble e AN simplemente conexo, existe un Y € a@n tal
que Exp(Y) = g~'. Entén tense que:

=1
Ad(g™)X = Ad(Exp(Y))X = MM X =) —(ad(Y))"X €n,
k=0

xa que ad(Y)n C n. Considerando o campo unitario B € a, séguese que
(By, X;) = (Lgu(B), Lyu(Ad(g™1) X) = (B, Ad(¢g7 1) X) = 0,

pois a L n. Asi pois, o campo invariante & esquerda B é ortogonal en todo punto és
campos de vectores fundamentais X*, con X € n. Debido a isto e a que a correspondencia
lineal X € n — X} € T,(N -p) é inxectiva (xa que X} = Ly, (Ad(g7")X)), tense que
T,(N - p) = Lgm, polo que os campos invariantes & esquerda que conforman n xeran os
espazos tanxentes das érbitas da accion de N. Ademais, obtemos que a accion de N da lugar
a unha foliacién (todas as érbitas tenen codimensién 1).

Do razoamento anterior dedtiicese que B é un campo unitario e normal as orbitas da
accién de N, polo cal as curvas integrais de B (que, como vimos, son xeodésicas) son tamén
ortogonais as érbitas de N. Denotemos por 7, a xeodésica normal a N - o, parametrizada
por arco e con 7,(0) = p. Tense entdn, en particular, que para cada punto p € N - o, a
xeodésica 1, coincide coa curva integral de B pasando por p. Ademais, identificando coma
de costume p € N -0 con g € N, a curva g o 7,, ¢ unha xeodésica de velocidade un que
pasa por p e é normal a N - o, pois <%‘t:0 (9 ©%2)(t), X;;) = (Lgu B, X;) = 0, para todo
campo de vectores fundamental X* asociado a X € n. Pero entén v, = g o 7, é a curva
integral de B polo punto p. Posto que AN = [,y (9 © 7o) (R) (xa que ana™" € N para
todo a € A en € N), toda curva integral de B é da forma g o 7,, para algin g € N (e
tamén da forma 7, para algin p € N - o, con g = p baixo a identificacién usual).

Agora, para cada r € [0, 00) definamos a aplicaciéon ®": N -0 — CH™ dada por " (p) =
7p(r), onde 7, denota, coma antes, a xeodésica normal a N - o parametrizada por arco e
tal que v,(0) = p.

Sexa A € {«, 2a} unha das duas raices positivas da descomposicién en espazos de raices
de g que tinamos determinada. Tense que a(B) = /—c/2 e 2a(B) = /—c. Sexan p € N -0
e X € gy C n. No que segue usaremos implicitamente o feito de que os elementos de n
xeran os espazos tanxentes ds Orbitas de N, e que as xeodésicas normais a estas orbitas son
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curvas integrais de B. Denotemos por (x o campo de Jacobi 6 longo de v = 7, determinado
por (x(0) = X, e (5(0) = VxB = —SpX, (onde S é o operador de configuracién da
hipersuperficie N - 0). Tendo en conta a expresién para a conexién de Levi-Civita V de
AN, esta ultima condicién escribese (% (0) = —A(B)X,. Entén

() =e DXy, teR,
xa que verifica as condicions iniciais e a ecuacion de Jacobi:
C"(t) + Rewyyn ¥ (1) = A(B)2e*PNY 4 e MBPIRypB =0, teR,

onde se usou de novo a férmula da conexién de Levi-Civita de AN.

A teorfa estandar de campos de vectores de Jacobi dinos que @7 X, = (x(r). Unha
primeira conclusién é que @, é inxectiva para todo r € R, polo cal " parametriza unha
hipersuperficie equidistante a N - o, para todo r € R; estas hipersuperficies equidistantes
resultan ser érbitas da accion de N posto que as orbitas dunha accion isométrica coma esta
son sempre equidistantes. Por outra banda, deducimos tamén que |7 X < e‘szc"HX [

para todo X € n. Por tanto, a lonxitude da imaxe dunha curva arbitraria o: [0,1] = N -o

pode ser estimada mediante L(®" oo) < e "L(c). Denotemos por d a funcién distancia

en CH™ e por d a funcién distancia en N - 0. Tomando infimos deducimos que:

d(7o(1), (1)) < e_@rd(o,p), para todo r € [0,00) e para todop € N - o.

Séguese que as xeodésicas 7, € 7, non son equidistantes, e que d(7,(t), 7,(t)) < d(o,p) para
todot > 0ep € N -o, polo cal v, e 7, son asintéticas: tefien o mesmo punto do infinito x.
Noutras palabras, Y, = Yoz € Vp = Vpe- Afnda mais, ctimprese que lim;_, ., d(7,(t),7,(t)) = 0.
Outra conclusién importante é que, polo tanto, as curvas integrais de B son xeodésicas

asintéticas con punto do infinito = (Figura 2.2).

Observacion 2.8. Se consideramos un subespazo 2-dimensional real v de a @ n que contena
a a, entén v C a @ g, é subdlxebra de a @ n e, pola férmula da conexiéon de Levi-Civita
de AN, a distribuciéon invariante & esquerda asociada a v é autoparalela. Tense enton
que a superficie totalmente xeodésica Exp(v) - 0 = exp,(v) é un plano hiperbdlico real
RH? totalmente xeodésico en CH™ e que estéd foliado por unha familia 1-dimensional de
xeodésicas asintéticas a x: as curvas integrais de B contidas nesta superficie (véxase a
Figura 2.2). E cofiecido que as xeodésicas asintéticas a un determinado punto do infinito
do plano hiperbdlico real s6 tenen en comin ese punto do infinito (noutras palabras, esas
mesmas xeodésicas parametrizadas en sentido oposto non son asintéticas). Concluimos
enton que as curvas integrais do campo B en CH" s comparten un punto do infinito.

Para dar unha interpretacion xeométrica mais concreta da accién de N debemos intro-
ducir alguns conceptos. Se v é unha xeodésica parametrizada por arco e con v(0) = ¢ €
CH", a funcién dada por B, (p) = lim;_, (d(y(t),p) —t) chdmase funcion de Busemann
respecto de ~y. Definense as horosferas de CH™ como os conxuntos de nivel dunha funcién
de Busemann.
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Observacion 2.9. Unha horosfera definida pola funcién de Busemann B, ten a seguinte
interpretacion xeométrica. Considérese a esfera xeodésica de radio r centrada en ~(r);
contén por tanto a ¢ = v(0). En CH" estas esferas xeodésicas estan definidas para todo
r > 0. Se facemos tender r a infinito, o conxunto limite destas esferas xeodésicas é unha
horosfera. Diferentes escollas de ¢ 6 longo de v dan todas as horosferas da foliaciéon por
horosferas determinada por B, ou, equivalentemente, determinada polo punto do infinito
x = limy_,o ¥(t), que é 0 tinico punto de CH"UCH"(c0) adherente a todas estas horosferas
da foliacién.

Figura 2.3: Foliacion por horosferas. Figura 2.4: As orbitas de N son horosferas.

O que probaremos sera que a accién de N sobre CH™ da lugar a unha foliacién por
horosferas (Figura 2.3).

Sexan g € N e p € 7,:(R). Se p = v,.(to), ponamos € = 1 se tg > 0 e e = —1 en caso
contrario. Posto que g o 7,, é asintdtica a ~,, (véxase a Figura 2.4), tense que

[ d(v00(t), 9(p)) — d(g ©Yoa (1), 9(P))] < Hm d(Yoa(t), g © You(t)) = 0.

Logo 1imy o0 (d(70x(t), 9(p)) — d(g © Yox(t), g(p))) = 0. Entén, como as drbitas de N son
equidistantes entre si e como g o 7,, é unha xeodésica minimizante que pasa por g(o) e
g(p), temos que:

B(g(p)) = lm (d(7ex(t), 9(p))

t—o00

= lim (d_(’yo:c(t% g(p))

t—o00

t) = lim (d(v0:(t), 9(p)) — d(g © You(t), 9(0)))

t—o0

- J(g o Vox(t)a g(p))) - 5(2(9(0), g(p)) = =€ d_(O,p)
Polo tanto, cada érbita N - p, con p € 7,.(R), estd contida nun conxunto de nivel
diferente de B. Pero toda érbita da acciéon de N interseca & traza da xeodésica 7, (pois

Yoz (R) identificase con A e, ademais, AN = NA = J,.4, N-a, xa que ana™' € N para todo
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a € Aen € N). Por conseguinte, todas as 6rbitas son horosferas completas e, ademais,
co mesmo punto do infinito z. E dicir, a accion de N determina en CH"™ unha foliacion
por horosferas cun punto do infinito comun, que é xusto o determinado pola escolla do
subespazo abeliano maximal a de p (Figura 2.3).

Observacion 2.10. Como se viu, a escolla dun subespazo abeliano maximal a de p determina
dous puntos do infinito x e y, que son os puntos do infinito da xeodésica A - o parame-
trizada por arco nos dous sentidos posibles. O motivo de por que as curvas integrais de
B son asintéticas a x e non a y, ou de por que as horosferas da accién de N tenen como
punto do infinito a e non a y, débese a escolla dun criterio de positividade no conxunto
Y = {—2a, —a, «, 2a} de raices restrinxidas da alxebra de Lie g = su(1,n). Poderiase ter
definido n = g_, @ g_2, en lugar de n = g, P gon, 0 cal daria como resultado que as curvas
integrais dun elemento non trivial de a fosen asintéticas a y e que as horosferas da accién
do novo N tivesen a y como punto do infinito. Asi pois, as eleccions feitas para determinar
unha descomposicion de Iwasawa de g (a saber: o punto o, o subespazo abeliano maximal
a de p e un criterio de positividade en ¥) equivalen & escolla do punto o e dun punto do
infinito x. Por iso, en ocasiéns félase da descomposicién de Iwasawa (da dlxebra de Lie dun
espazo simétrico de tipo non compacto de rango un) determinada por un punto do espazo
e por un punto da fronteira ideal de tal espazo simétrico non compacto de rango un.

2.3. As subvariedades W% e W2""

Durante bastante tempo pensouse que, 6 igual que no caso de CP", toda hipersuperficie
homoxénea en CH™ era Hopf (véxase o Capitulo 3 para unha motivacién do tema das
hipersuperficies homoxéneas, para a definicién de hipersuperficie Hopf e para os principais
resultados cofiecidos 6 respecto). Non obstante, en 1998 M. Lohnherr [30] (ou, tamén, [31],
en colaboracién con H. Reckziegel) construiu un contraexemplo: a hipersuperficie minimal
regrada W2"~! en CH". En 2001, J. Berndt e M. Briick xeneralizaron en [6] esa construcién
4s subvariedades minimais regradas W2 e Wj”‘k. Mais tarde, J. Berndt e H. Tamaru
probaron en [11] que os tubos e hipersuperficies equidistantes en torno és subvariedades
W2k ¢ Wj""“ son os unicos exemplos non clasicos de hipersuperficies homoxéneas no
espazo hiperbdlico complexo.

O obxectivo desta seccién é o de construir as subvariedades minimais regradas W?2"=% e
Wj"‘k de CH™ e o de mencionar as propiedades que seran de interese para o noso estudo
posterior. Para unha descricién maéis detallada destas subvariedades pédense consultar [6],
[10] e [22]. Na nosa exposicién seguiremos o articulo de J. Berndt e J. C. Diaz Ramos [10].

Consideremos un espazo vectorial complexo h, con estrutura complexa J, e sexa v un
subespazo vectorial de h. Para cada v € v, v # 0, o dngulo de Kéhler de v con respecto de
v definese coma o angulo ¢(v) € [0,7/2] comprendido entre v e o espazo RJv (o espazo
R-xerado por Jv). Asi p(v) € [0,7/2] queda determinado por que a norma da proxeccién
ortogonal de Juv sobre v sexa cos((v)) ||v||. Dise que v ten angulo de Kéhler constante ¢
se p(v) = ¢ para todo vector non nulo v € v. Os subespazos de h con élgulo de Kéhler
constante ¢ = 0 son precisamente os subespazos complexos de f, e os subespazos de b



2.3 As subvariedades W27 F ¢ Wj”‘k 35

con angulo de Kéhler constante ¢ = m/2 son xusto os subespazos reais de h. Para unha
clasificacion e descricion explicita dos subespazos con angulo de Kéhler constante pédese
consultar [6], Proposicién 7.

Asumamos de aqui en diante as notaciéns empregadas neste capitulo. Sexa to un subes-
pazo vectorial de g, tal que o complemento ortogonal ' = g, ©to de tv en g, ten dngulo
de Kahler constante ¢ € [0,7/2]. Entén s = a® o @ go, ¢ unha subdlxebra de Lie de a®n,
dacordo coas propiedades da descomposicion de g en espazos de raices. Denotemos por S o
subgrupo conexo de AN con alxebra de Lie s. Dado que Exp |qen: a ®n — AN é un difeo-
morfismo, tense que S é simplemente conexo e pechado en AN. Definimos Wj”‘k =50,
que é unha subvariedade (2n — k)-dimensional de CH", onde k = dim to*.

Se ¢ = 0, isto ¢, to é un subespazo complexo de g,, entén Wozn_k é un subespazo
hiperbélico complexo totalmente xeodésico CH™ ¥ onde k = 2k’. Estamos ante un caso
dexenerado.

Se p = /2, entén ' é un subespazo k-dimensional real de g,. Se k = 1, a hiper-
superficie correspondente Wf%_l denotarémola simplemente por W?2"~!, que coincide coa

atopada por Lohnherr en [30]. Se k£ > 1, ent6n Wf?z_k ¢ unha subvariedade de dimensién

2n — k con fibrado normal totalmente real e de rango k. Tamén poremos W2"* en vez de
Winsk,

Se 0 < ¢ < m/2, entén k é par (véxase [6]) e W2"~* é unha subvariedade de dimensién
2n —k de CH™ e tal que o seu fibrado normal ten angulo de Kahler constante ¢ e rango k.

Posto que CH™ é un espazo 2-puntos homoxéneo, a construcién das subvariedades
| Wj”‘k non depende da escolla da descomposicion de Iwasawa de G, é dicir, todas
as posibles escollas dan lugar a subvariedades holomorficamente congruentes entre si.

En [6] probouse que as subvariedades W?"~* e W2"~* xorden como érbitas (singulares
se k > 1) de acciéns de cohomoxeneidade 1 en CH™, polo cal estas acciéns dan lugar a
hipersuperficies homoxéneas en CH™ (tales hipersuperficies son, por tanto, tubos 6 redor
de W?'=% ou W2"* se k > 1, ou ben hipersuperficies equidistantes a W?>"~'). Ainda
que a demostracién disto non ¢ inmediata, si podemos esbozar unha idea. Sexa N (S) a
componente conexa da identidade do normalizador de S en K,

Ng(S) = {k € K : kSk™* ¢ S},

que esta formada por elementos de K que fixan S - 0. Por tanto, S - 0o é unha orbita
da accién de N (S)S sobre CH". Séguese tamén que NY%(S) deixa invariante a esfera
unidade do fibrado normal a S - 0, pois o fibrado tanxente queda invariante por N%(S).
Para concluir que a accién de N%(S)S sobre CH™ é de cohomoxeneidade 1 queda por ver
que NY(S) actia transitivamente na esfera unidade de v,(S - 0). Isto pode consultarse en
[6]. Concluimos que W2" % = N} (S)S -0 =5 -0 ¢é a érbita por o da accién de Ny (S)S
sobre CH™, que é de cohomoxeneidade 1. En particular, para k = 1, as 6rbitas desta accion
forman unha foliacién homoxénea con follas de codimension un. Para mais detalles, véxase
de novo [6] e tamén [5].

A continuacién salientaremos algunhas propiedades xeométricas destas subvariedades.
Para iso temos que introducir algo mais de notacién.
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Sexa Crot o subespazo complexo de g, xerado por o', e sexa 0 = Crhot © v’ o com-
plemento ortogonal de tv en Cro*. Dado que ¢ > 0, temos que k = dimc Crot e, polo
tanto, ¥ = dim ! = dim?. Para cada £ € ' descompomos J¢ € Crot = 0 + vt en
JE = PE+ FE con PE € 0 e FE € wt. Xa que to! ten dngulo de Kahler constante ¢,
temos (FE&, FE) = cos?(p)(€,€) e entén (PE, PE) = sen?(p)(£,€). Como ¢ > 0, o homo-
morfismo P: to+ — ? ¢ inxectivo, e como dimtvt = dimd obsérvase que P: ot — ?
é un isomorfismo. De —¢ = JJE = JPE + JFE = JPE + PFE + F?¢ séguese que a com-
pofiente en 0, (JPE)y, de JPE éigual a —PF¢, e entén ((JPE)y, (JPE)y) = (PFE, PFE) =
sen?(p)(FE&, FE) = sen?(p) cos?(¢) (€, &) = cos?()(PE, PE). Posto que P: ot — 0 é un
isomorfismo, isto implica que 0 ten tamén dngulo de Kahler constante .

Denotemos por ¢ o subespazo complexo maximal de s. Notese que a® gs, C ¢, dimg ¢ =
n—kes=c®0. Temos entén a seguinte descomposicion ortogonal

adn=cHoPH o .

Designemos por 2, €, © e 20+ as distribuciéns invariantes 4 esquerda sobre CH™ 6 longo
de W;”‘k que veiien inducidas por a, ¢, ? e to*, respectivamente. Por construcién, temos
Cap®D = TWj”‘k e Wt = l/Wj”‘k.

A seguinte proposicién (véxase [10] para a stia proba) danos informacién sobre estas
distribucions.

Proposicién 2.11. A subvariedade Wj"‘k, 0 <@ <m7/2, de CH™ ten as sequintes pro-
piedades:

(i) O subfibrado holomorfo maximal € de TWj"‘k ¢ autoparalelo e as follas da foliacion
inducida sobre Wj”‘k son CH"* Cc CH" totalmente zeodésicos. Polo tanto Wg"_k
¢ unha subvariedade regrada de CH™.

(ii) As seguintes afirmacions son equivalentes:

(a) a distribucion D sobre W2~ ¢ integrable;
(b) a distribucion A ® D sobre W2"* & integrable;

(¢) o fibrado normal 2+ € chan con respecto d conexidn normal;
(@) o =7/2.

Neste caso as follas da foliacion sobre Wf;;k inducida por A O D son RH*! C
CH™ totalmente xeodésicos e as follas da foliacion sobre Wf?;k inducida por ® son
horosferas con centro comaiin nestes RH*T1 C CH™ totalmente zeodésicos.

(iii) Para cada 0 # & € vt a distribucion invariante d esquerda 2 & RPE sobre Wg"_k
¢ autoparalela e as follas da foliacion inducida sobre Wj”‘k son planos hiperbolicos
reais RH? C CH™ totalmente zeodésicos.
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(iv) Para cada 0 # £ € vt a distribucion invariante d esquerda RPE sobre Wj“‘k ¢ inte-
grable e as follas da foliacion inducida sobre Wj“‘k son horociclos con centro comun
no RH? C CH™ totalmente xeodésico dado pola distribucion A & RPE.

Do resultado anterior é posible deducir a seguinte construcion xeométrica das subva-
riedades Wj”‘k C CH™. De novo, consultese [10] para unha demostracion.

Proposicién 2.12. Sexa k € {1,...,n—1}, e fizese un CH" =% C CH™ totalmente zeodésico
e puntos o € CH" % e x na fronteira ideal CH" *(0c0) de CH" *. Sexa KAN a descom-
posicion de Twasawa de SU(1,n) con respecto de o e xz, e sexa H' o subgrupo de AN que
actia simple e transitivamente sobre CH"*. Agora, sexa W un subespazo v,CH" % con
dngulo de Kihler constante o € (0,7/2] tal que CW = v,CH" *. A traslacion d esquerda
de W por H' a todos os puntos de CH" % determina un subfibrado 0 do fibrado normal
vCH" *. En cada punto p € CH™ " adxintense os horociclos determinados por x e as
rectas lineais en U,. O subconzunto resultante M de CH™ é holomorficamente congruente
a subvariedade regrada W;”‘k.

A seguinte proposicion describe a xeometria extrinseca da subvariedade Wj”‘k en ter-
mos da sua segunda forma fundamental.

Proposicion 2.13. A sequnda forma fundamental II de Wﬁ"‘k vén dada por

sen(p)

I(aB+U+ P{+xZ,bB+V + Pp+yZ) =+/—c 5

(y€ + an),

para todo £,n € wt, U,V € cO (a D goa) € a,b,z,y €R.
E dicir, II vén dada pola extension bilineal stmétrica trivial de

1(z.pe) = v=o 2

para todo & € o,

Demostracion. Denotemos por (-)+ a proxeccién ortogonal sobre o normal VWE""? Tense
(JPE, &) = —(PE, PE) = —sen?(p) (£, €). Como 0 ten angulo de Kéhler constante ¢, séguese
que (JPE&)L ten norma sen(y)|| PE|| = sen?(¢)||€]|. Por tanto (JPE)* = —sen?(p)€. Tendo
isto en conta, a férmula de Gaufl xunto coa expresion para a conexién de Levi-Civita V de
CH"™ = AN implican

H(aB+U + PE+2Z,bB+V + P+ yZ) = (Vapivspesaz(bB+V + P+ yZ)) "
_ = (Y T en)
— c<2JP§+2JP77)

=+/—c sen;(go) (y€ + a:n). O

Para os elementos X dunha base do tanxente a Wj”‘k adaptada & descomposiciéon ¢®0
verificase que II(X, X) = 0, de onde se segue o seguinte
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Corolario 2.14. Wj"‘k ¢ unha subvariedade minimal regrada de CH™.

A ecuacién de arriba para a segunda forma fundamental caracteriza de feito as sub-
variedades minimais regradas Wj”‘k en CH". Este é un teorema de rixidez enunciado e
demostrado en [10] para o caso ¢ = —1 (o caso ¢ = 7/2 e ¢ = —1 fora xa probado en [§]).
Pequenos cambios na stia demostracion permiten probalo para calquera ¢ < 0. Non obs-
tante, unha transformacién conforme (de feito homotética) con factor —c permite traducir
o problema 6 caso de curvatura —1, co cal o teorema con ¢ arbitrario rediicese de xeito
inmediato 6 resultado para ¢ = —1.

Teorema 2.15 (Rixidez da subvariedade W2"~*). Sexa M unha subvariedade conexa de
dimension 2n — k en CH™, n > 2, con fibrado normal vM C TCH"™ con dangulo de Kdhler
constante ¢ € (0,7/2]. Suponamos que existe un campo de vectores unitario Z tanzente
a distribucion tanxente complexa maximal de M e tal que a sequnda forma fundamental IT
de M wvén dada pola extension bilineal simétrica trivial de

2
sen
1(z.pg) = v=e )
para todo & € vM, onde P& € a componente tanxzencial de JE.
Enton M € holomorficamente congruente a unha parte aberta da subvariedade minimal
regrada W2 =",

Este resultado de rixidez (en concreto para o caso ¢ = 7/2) sera fundamental na tltima

parte deste traballo para poder concluir que certas subvariedades son precisamente do tipo
W2n—k'



Capitulo 3

Hipersuperficies homoxéneas en CP"
e CH"

Unha subvariedade M dunha variedade de Riemann M dise (extrinsecamente) ho-
moxénea se existe un subgrupo pechado G' do grupo de isometrias de M tal que M é unha
6rbita da accién de G sobre M. E de especial interese o caso das hipersuperficies homoxéne-
as, que xorden como érbitas principais de accidns de cohomoxeneidade un. A razén principal
é que, se M é un espazo de cohomoxeneidade un, certos sistemas de ecuaciéns diferenciais
en derivadas parciais que se poden presentar sobre M poden ser reducidos a un sistema de
ecuacions diferenciais ordinarias, o cal pode facilitar a sia resolucién. Este procedemento
ten funcionado, por exemplo, para a construcién de variedades con holonomia especial,
para proporcionar exemplos de estruturas Einstein, Einstein-Kéahler e Einstein-Weyl [3],
para construir métricas con curvatura prescrita (por exemplo, para buscar variedades de
curvatura positiva, [21] e [48]) e para o estudo de aplicaciéns harmoénicas, ecuaciéns de
Yang-Mills e subvariedades Lagrangianas especiais. Estes avances tenen sido de particular
relevancia nos eidos da Xeometria e da Fisica Tedrica.

No campo da Xeometria de subvariedades, un problema interesante é, por tanto, o de
clasificar as hipersuperficies homoxéneas e o de caracterizalas en termos xeométricos.

Pola propia definicién, dada unha hipersuperficie homoxénea M, os operadores de confi-
guracion S, para os puntos p € M respecto dun campo unitario normal son todos conxuga-
dos (polas diferenciais dos elementos do grupo que acttia en M con cohomoxeneidade un),
polo que M ten curvaturas principais constantes. De aqui en diante, g denotarda o niimero
de curvaturas principais dunha hipersuperficie con curvaturas principais constantes.

E natural preguntarse ata que punto a propiedade de ter curvaturas principais cons-
tantes caracteriza s hipersuperficies homoxéneas. E dicir, se M ¢é unha hipersuperficie
con curvaturas principais constantes, é entén unha parte aberta dunha hipersuperficie ho-
moxénea?’

Os métodos que se tefien desenvolto para responder a este problema pasan, polo xeral,
polo problema da clasificacion das hipersuperficies con curvaturas principais constantes dun
determinado espazo ambiente. Pero xa desde a década dos 30, cando Elie Cartan tratou de
abordar este tema, parece claro que se trata dun problema que dista moito de ser trivial.

39
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Neste capitulo trataremos de expor brevemente a evolucién do problema e o seu estado a
dia de hoxe, centrandonos no caso dos espazos de curvatura seccional holomorfa constante.

Nos espazos de curvatura constante, conseguiuse a clasificacion completa das hiper-
superficies con curvaturas principais constantes no espazo euclidiano (T. Levi-Civita [29]
para R?, B. Segre [40] para R") e no hiperbélico RH™ (E. Cartan [13]). No caso euclidiano,
a clasificacion reducese a hiperplanos afins, esferas e produtos de esferas por subespazos
afins. No caso hiperbdlico, obténense as hiperesferas xeodésicas, as horosferas, os hiper-
planos totalmente xeodésicos e as siias hipersuperficies equidistantes, e os tubos 6 redor
de subespazos totalmente xeodésicos de dimensién polo menos un. Como consecuencia ob-
tense que, nestes dous casos, as hipersuperficies con curvaturas principais constantes son
todas partes abertas de hipersuperficies homoxéneas.

En cambio, nas esferas o problema resulta ser moito mais complicado. Cartan clasificou
as hipersuperficies con g € {1,2,3} curvaturas principais constantes, pero non soubo re-
solver o caso xeral. As hipersuperficies homoxéneas conécense todas debido & clasificacion
de W.-Y. Hsiang e B. Lawson Jr. en [24], da cal se segue que g € {1,2,3,4,6} para estas
hipersuperficies. H. F. Miinzner probou en [33] que g € {1,2,3,4,6} para todas as hiper-
superficies con curvaturas principais constantes nas esferas. Pero, sorprendentemente, para
g = 4 existen hipersuperficies con curvaturas principais constantes que non son homoxéneas
(cf. [19]). Nos tltimos anos, T. E. Cecil, Q.-S. Chi e G. R. Jensen [14] e, independentemente,
S. Immervoll [25] probaron que, cunhas poucas posibles excepciéns, as hipersuperficies con
g = 4 estén entre os exemplos homoxéneos e non homoxéneos conecidos. Tense conseguido
progresar algo no caso g = 6 (U. Abresch en [1], J. Dorfmeister e E. Neher en [17]), pero
o problema ainda esté aberto. Podese consultar [45] para unha introducién a este tema.

Observacion 3.1. No ambito dos espazos de curvatura constante é habitual refirirse as hi-
persuperficies con curvaturas principais constantes como hipersuperficies isoparamétricas.
Nunha variedade de Riemann, unha hipersuperficie dise isoparamétrica se ela e as sias
hipersuperficies equidistantes suficientemente proximas tenen curvatura media constante.
Cartan probou en [13] que, nos espazos de curvatura constante, esta condicién equivale a
de ter curvaturas principais constantes. Non obstante, esta equivalencia deixa de ser certa

en xeral. Pddense atopar contraexemplos no espazo proxectivo complexo debidos a Q. M.
Wang en [46].

Nos espazos de curvatura seccional holomorfa constante o problema parece tamén com-
plicado. Véxase [34] para unha introducién a algins problemas relacionados nos espazos de
curvatura holomorfa constante. Dado que o espazo complexo chan C" é isométrico a R?",
restrinxfmonos 6 caso non chan e, como para n = 1, CP!(c) é isométrico & esfera S? de
radio 1/+/c (curvatura c¢) e CH'(c) é isométrico 6 plano hiperbdlico real RH? de curvatura
¢, quedamonos tan s co caso n > 2.

De aqui en diante, M denotard unha hipersuperficie real dun espazo de curvatura
seccional holomorfa constante M = M"(c), ¢ # 0; ¢ denotard un campo de vectores
unitario normal (en principio definido tan s6 localmente). Designaremos, como é costume,
por J & estrutura complexa Kahler de M. Nétese que, entén, o campo J¢ é tanxente a M.
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Unha definicién importante no ambito das hipersuperficies con curvaturas principais
constantes nos espazos de curvatura holomorfa constante é a de hipersuperficie Hopf. Dise
que unha hipersuperficie real M de M é Hopf se o campo J¢ é un campo de curvatura prin-
cipal, é dicir, se Jv(M) é invariante polo operador de configuracién S. A J¢ denominaselle
campo de Hopf (ou tamén campo de estrutura ou campo de Reeb).

Agora explicaremos por separado os casos do espazo proxectivo complexo e do espazo
hiperbdlico complexo.

3.1. O problema en CP"

A clasificacién das hipersuperficies reais homoxéneas no espazo proxectivo complexo
CP"™ débese a R. Takagi [42] en 1973. A idea da proba é a seguinte. Pédese ver que toda hi-
persuperficie homoxénea en CP" é a proxeccién dunha hipersuperficie homoxénea en S?**!
pola aplicacién de Hopf S?"*1 — CP™. Pero non toda hipersuperficie homoxénea en S?**!
¢ invariante baixo a accién da fibra S e, polo tanto, non proxecta a unha hipersuperficie
homoxénea en CP". O que Takagi probou, valéndose da clasificacién das hipersuperficies
homoxéneas nas esferas de Hsiang e Lawson, foi que aquelas que si proxectan son precisa-
mente as que xorden como representacions de isotropia de espazos simétricos hermitianos
de rango 2. Enunciamos agora o teorema de clasificacién das hipersuperficies homoxéneas
en CP" (na formulacién que aparece en [7], Teorema 9.5.1; véxase tamén [34]).

Teorema 3.2. Unha hipersuperficie real en CP"™, n > 2, ¢ homoxénea se, e so se, ¢ holo-
morficamente congruente a unha das sequintes hipersuperficies:

(1) un tubo 6 redor dun CP* totalmente zeodésico en CP™, para algin k € {0, ...,n—1},

(2) un tubo 6 redor da cuddrica complera Q"' = {[z] € CP™: 22+ ...+ 22 =0} en CP"
(ou, equivalentemente, un tubo 6 redor dun RP™ totalmente zeodésico),

un tubo o redor do mergullo de Segre de X en para algun k > 2,
(3) bo 6 redor d qullo de Segre de CP' x CP* en CP?+! lgin k> 2

(4) un tubo 6 redor do mergullo de Plicker en CP? da Grassmanniana complexa Go(CP)
de 2-planos complexos en C5,

(5) un tubo 6 redor do mergullo “half spin”en CP' do espazo simétrico hermitiano

SO(10)/U(5).

Os correspondentes espazos simétricos hermitianos de rango dous cuxas representacions
de isotropfa dan lugar a estes mergullos via a aplicacién de Hopf son (1) CP¥+1 x CP"k,

(2) G5 (R™?), (3) G2(C**?), (4) SO(10)/U(5), (5) Ee/ (U(1) x Spin(10)).
Indiquemos que o mergullo de Segre de CP" x CP™ en CP™)(m+1)=1 vén dado por

([205 -+ s Zn) s [Wo, v s Win]) = [20W0, 20W1, «.o s 20Winy Z1WQ, - s Zi Wiy oy Zn Wiy

onde se tomaron todos os produtos da forma zw;, 0 < ¢ < n, 0 < j < m, en orde
lexicografica.
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O mergullo de Pliicker da Grassmanniana G (C™) en CP", con r = (7;;) —1, vén dado

por
span(vy, ..., v) — [det Ay, ..., det A,],

onde Ay, Ay, ..., A, son todos os menores de orde k£ da matriz de orde k x m cuxas filas son
as componentes dos vectores vy, ..., Ug.

Finalmente, para definir o mergullo “half-spin”, sexan A" e A~ as dias representa-
ciéns reais “half-spin” correspondentes & acciéon de Spin(10) sobre R3? = C'¢ (véxase [2],
Capitulo 4, ou [41], Apartado 2.1.2.4, para a definicién destas representacions), e sexa ) a
representacion canénica de U(1) en C'® dada pola multiplicacién polos complexos unita-
rios. Entén a representacién 92 @ AT+ 973 @ A~ de U(1) x Spin(10) en R3? = C'% induce,
via a aplicacién de Hopf, un mergullo de SO(10)/U(5) en CP'. Para consultar os detalles
deste mergullo, véxase [7], pax. 88 e tamén Seccién 9.3d.

Unha consecuencia importante do resultado de Takagi é que toda hipersuperficie ho-
moxénea en CP"™ é Hopf, ainda que non se entende moi ben por que isto é asi. De feito,
veremos que o resultado andlogo en CH™ non é certo. Outra consecuencia é que g € {2, 3,5}
para toda hipersuperficie homoxénea de CP™.

Pouco mais tarde, Takagi clasificou as hipersuperficies reais con 2 e 3 curvaturas princi-
pais constantes en [43] (g = 2) e [44] (9 = 3,n > 3). O caso g = 3,n = 2 resolveuno Q. M.
Wang en [47]. Para o caso g = 1 (hipersuperficies umbilicas), é unha consecuencia sinxela
da ecuacién de Codazzi (véxase o Lema 4.2 do Capitulo 4) que non hai hipersuperficies
cunha soa curvatura principal constante.

Teorema 3.3. Sexa M wunha hipersuperficie real en CP™, n > 2, con diuas curvaturas
principais constantes distintas. Enton M ¢é unha parte aberta dunha hiperesfera xeodésica
en CP".

Teorema 3.4. Sexa M wunha hipersuperficie real en CP™, n > 2, con tres curvaturas
principais constantes distintas. Enton M é unha parte aberta dunha das sequintes hipersu-
perficies:

(1) un tubo 6 redor dun CP* totalmente zeodésico en CP", para algin k € {1,...,n—2},

(2) un tubo 6 redor da cuddrica compleza Q" en CP™.

Dos resultados anteriores séguese que as hipersuperficies reais con ¢ < 3 en CP" son
todas partes abertas de hipersuperficies homoxéneas.

M. Kimura, no ano 1986, clasificou en [26] as hipersuperficies reais Hopf con curva-
turas principais constantes en CP", sendo todas elas partes abertas de hipersuperficies
homoxéneas. Kimura emprega basicamente os resultados de Takagi [42] e de Miinzner [33].
En particular, fai uso do feito de que o ntimero de curvaturas principais constantes dunha
hipersuperficie Hopf esta restrinxido 6 conxunto {2, 3,5} debido és resultados de Miinzner.

Ata o de agora non se conecen hipersuperficies con curvaturas principais constantes en
CP™ que non sexan Hopf (equivalentemente, que non sexan homoxéneas), nin se conece o
nimero de curvaturas principais constantes que pode ter unha hipersuperficie non Hopf en
CP".
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3.2. O problema en CH"

En relacion 6 caso do espazo hiperbdlico complexo, S. Montiel probou en 1985 o seguinte
teorema, que non fai uso da hipdtese da constancia das curvaturas principais:

Teorema 3.5. [32] Sexa M unha hipersuperficie real no espazo hiperbélico complexo CH™
de curvatura seccional holomorfa —1, n > 3, con ¢ sumo duas curvaturas principais en
cada punto. Enton M ¢ unha parte aberta dunha das sequintes hipersuperficies:

(1) unha horosfera en CH",
(2) unha hiperesfera zeodésica en CH™,
(3) un tubo 6 redor dun CH™ ! totalmente zeodésico en CH™,

(4) un tubo de radio r = In(2 ++/3) 6 redor dun espazo hiperbdlico real RH™ totalmente
zeodésico en CH™.

Deste resultado séguese que non existen hipersuperficies umbilicas en CH". Todos os
exemplos do teorema son hipersuperficies Hopf con curvaturas principais constantes.

As hipersuperficies Hopf con curvaturas principais constantes foron clasificadas en 1989
por J. Berndt en [4]:

Teorema 3.6. Sexa M unha hipersuperficie Hopf en CH™, n > 2, con curvaturas princi-
pais constantes. Enton M é unha parte aberta dunha das sequintes hipersuperficies:

(1) unha horosfera en CH",
(2) un tubo 6 redor dun CH* totalmente xeodésico en CH™, para algin k € {0, ... ,n—1},
(8) un tubo ¢ redor dun espazo hiperbdlico real RH™ totalmente xeodésico en CH™.

A demostracion de Berndt fai uso dunha version complexa da férmula fundamental de
Cartan para hipersuperficies con curvaturas principais constantes nos espazos de curvatura
constante (véxase [13] e tamén [7], Seccién 3.8¢). Para derivar tal férmula, a restricién de
que M sexa Hopf é fundamental. No caso xeral, as ecuacions de Gaul e Codazzi parecen
demasiado complicadas para a deducién dunha férmula o suficientemente manexable.

As hipersuperficies Hopf anteriores son todas homoxéneas. En efecto, xa vimos que unha
horosfera se pode ver coma unha dérbita da accién da parte nilpotente dunha determinada
descomposicién de Iwasawa do grupo de isometrias SU(1,n) de CH™. Similarmente, non
é dificil comprobar que un tubo 6 redor dun CH* totalmente xeodésico é unha érbita prin-
cipal da accién de S(U(1,k)U(n—k)) C SU(1,n), e un tubo 6 redor dun RH" totalmente
xeodésico é unha érbita principal da accién de SO°(1,n) C SU(1,n). Non obstante, o
problema da clasificacion das hipersuperficies homoxéneas seguia aberto.

En 1998, M. Lohnherr atopou unha hipersuperficie real homoxénea regrada non Hopf
en CH" [30] (véxase tamén [31]): a hipersuperficie W?"~! descrita na Seccién 2.3. Isto
significou que a clasificacion das hipersuperficies homoxéneas en CH"™ poderia ser mais
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dificil do agardado. M4is tarde, Berndt e Briick xeneralizaron en [6] esta construcién &s
subvariedades Wj”‘k, que se describiron tamén en 2.3. Grazas a estes descubrimentos,
Berndt e Tamaru obtiveron en [11] a clasificacién das acciéns de cohomoxeneidade un sobre
CH™, da cal se segue o seguinte resultado de clasificacion de hipersuperficies homoxéneas:

Teorema 3.7. Sexa M unha hipersuperficie real homozénea en CH™, n > 2. Enton M
¢ holomorficamente congruente a unha das sequintes hipersuperficies:

(1) un tubo 6 redor dun CH* totalmente zeodésico, para algin k € {0,...,n — 1},

(2) un tubo ¢ redor dun RH™ totalmente xeodésico,

(8) unha horosfera en CH",

(4) a hipersuperficie real regrada W?"=' ou unha das sias hipersuperficies equidistantes,

(5) un tubo 6 redor da subvariedade minimal regrada W2"* para algin ¢ € (0,7/2] e
ke {2 ..,n—1}, onde k € par se p # w/2.

O nimero de curvaturas principais dos exemplos homoxéneos é g € {2,3,4,5}. Non
obstante, a diferenza do que sucede no caso proxectivo complexo, non todos eles son Hopf.
As hipersuperficies homoxéneas do tipo (4) e as do tipo (5) con ¢ = /2 (i.e. W21
as stias hipersuperficies equidistantes e os tubos 6 redor das W?2"~*) tefien un campo de
Hopf J& que proxecta de xeito non trivial sobre exactamente dous espazos de curvaturas
principais. As hipersuperficies do tipo (5) con ¢ # 7/2 verifican que J¢ proxecta de xeito
non trivial sobre exactamente tres espazos de curvaturas principais. Estas observaciéns,
que se poden atopar detalladas en [10], van ser moi importantes para este traballo.

Unha vez probada a existencia de hipersuperficies homoxéneas non Hopf, preséntase
o problema de se existen hipersuperficies con curvaturas principais constantes que non
sexan homoxéneas. Para o caso g < 2, n > 3, a resposta é negativa, dacordo co resultado
de Montiel. Berndt e Diaz Ramos probaron en [9] que toda hipersuperficie con g = 2
curvaturas principais constantes en CH? é Hopf, e atoparon en [8] (caso n > 3) e en [9)

(caso n = 2) a clasificacién das hipersuperficies con g = 3 curvaturas principais constantes
en CH™:

Teorema 3.8. Sexa M unha hipersuperficie real no espazo hiperbolico complexo CH™ de
curvatura seccional holomorfa —1, n > 2, con tres curvaturas principais constantes. Enton
M ¢ unha parte aberta dunha hipersuperficie real homoxénea en CH™. Mdis concretamente,
M ¢é holomorficamente congruente a unha parte aberta dunha das sequintes hipersuperficies:

(1) un tubo 6 redor dun CH* totalmente xeodésico en CH™ para algin k € {1,...,n—2},
(2) un tubo de radior > 0, r # In(24++/3), 6 redor dun RH™ C CH™ totalmente zeodésico,

(3) unha hipersuperficie minimal regrada W21 ou unha das sias hipersuperficies equi-
distantes,
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(4) un tubo de radio r = In(24+/3) 6 redor da subvariedade minimal regrada W= para
algin k€ {2,...,n —1}.

Observacion 3.9. A argumentacién e os calculos desenvoltos en [8] estdan feitos para o
caso de CH™(—1), n > 3, pero xeneralizanse sen problema 6 caso de curvatura seccional
holomorfa constante ¢ # 0 arbitraria, obtendo que toda hipersuperficie real en CP"(c),
n > 3, con tres curvaturas principais constantes é Hopf. Isto constitie, via o resultado de
Kimura, unha proba alternativa ¢ resultado de Takagi en [43].

o) igual que no caso proxectivo, a clasificaciéon das hipersuperficies reais con g > 4
curvaturas principais constantes segue sendo un problema aberto. Visto desde outro en-
foque, desconécese unha clasificacién das hipersuperficies non Hopf, tanto en CP"™ como
en CH™. A nosa aportacion orixinal neste traballo pretende botar algo de luz sobre es-
tas cuestiéns, tanto no caso proxectivo coma no hiperbdlico. En concreto, abordaremos o
seguinte paso natural despois das clasificaciéns de Berndt e Kimura das hipersuperficies
Hopf con curvaturas principais constantes: en lugar de clasificar hipersuperficies tales que
J¢ tena proxeccion non trivial sobre un sé espazo de curvatura, trataremos o problema de
que o campo de Hopf J¢ tena proxeccion non trivial sobre exactamente dous espazos de
curvaturas principais.






Capitulo 4

Hipersuperficies non Hopf con
curvaturas principais constantes

Neste capitulo desenvolvemos a demostracion do resultado orixinal deste traballo: a
clasificacion das hipersuperficies reais dos espazos proxectivo e hiperbdlico complexos con
curvaturas principais constantes e tales que o campo de Hopf ten proxeccién non trivial
sobre exactamente dous espazos de curvaturas principais.

A demostracion estrutiurase do seguinte modo. Na Seccion 4.1, a partir das ecuaciéns
de Gauf} e Codazzi, presentamos varias ecuacions xerais validas para calquera hipersuper-
ficie con curvaturas principais constantes nos espazos de curvatura holomorfa constante.
Na Seccion 4.2 desenvolvemos a parte central da demostracion. Nas Subsecciéns 4.2.1 e
4.2.2 aparecen de xeito natural certas funciéns e campos de vectores definidos sobre a hi-
persuperficie, dos cales se deducen algunhas propiedades. Na Subseccion 4.2.3 aféndase no
estudo da estrutura dos espazos de curvaturas principais. Os métodos que usamos aqui xe-
neralizan en certo sentido os empregados en [8]. O paso crucial da demostraciéon é o de
amosar que o numero g de curvaturas principais verifica g < 4 (Subseccién 4.2.4). Para
isto usamos un enfoque novidoso baseado no estudo de certas desigualdades que cumpren
as curvaturas principais. Na Subseccion 4.2.5 resumimos a informacién conseguida sobre
a estrutura de autovalores e autoespazos do operador de configuracién, e probamos que
as hipersuperficies nas condiciéons do teorema son orientables. Finalmente, empregando a
teoria estandar de campos de vectores de Jacobi, podemos deducir a xeometria das posibles
subvariedades focais (ou hipersuperficies equidistantes) e, ent6n, concluir a proba botando
man do Teorema de rixidez 2.15.

Os resultados deste capitulo podense atopar tamén en [16].

Por M™(c) denotaremos o espazo de curvatura seccional holomorfa constante ¢ # 0 e de
dimensién real 2n, con n > 2. E dicir, se ¢ > 0 entén M"(¢) = CP™(¢) é 0 espazo proxectivo
complexo con curvatura seccional holomorfa c e, se ¢ < 0 entén M"(c) = CH"(c) é o espazo
hiperbélico complexo con curvatura seccional holomorfa c. A estrutura complexa de M"(c)
denotarémola por J.

Sexa M un hipersuperficie real conexa de M"(c) e con campo normal unitario ¢ (en

47
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principio tan sé definido localmente) e suponiamos que M ten g curvaturas principais
constantes distintas, curvaturas que denotaremos por Ay, ..., A,.
O noso obxectivo aqui serd o de probar o seguinte Teorema:

Teorema Principal. Sexa M unha hipersuperficie real conexa de CH™(c) ou de CP"(c),
n > 2, con curvaturas principais constantes. Enton:

» Se M C CP"(c) enton JE non pode ter proxeccion non trivial sobre exactamente dous
espazos de curvatura.

» Se M C CH"(c) e J ten proxzeccion non trivial sobre exactamente dous espazos de

curvatura, enton g € {3,4} e M é holomorficamente congruente a unha parte aberta
de:

o (se g = 3) a hipersuperficie regrada minimal W2t C CH"(c), ou unha das sias
hipersuperficies equidistantes, ou un tubo de radio r = \/%—c In(2++/3) ¢ redor da

subvariedade minimal regrada W*"=% ¢ CH"(c) para algin k € {2,...,n — 1}.

o (se g=4)un tubo de radio r # \/%—C In(2++/3) 6 redor da subvariedade minimal
regrada W*=* C CH"(c) para algin k € {2,...,n — 1}.

4.1. As ecuacions dunha hipersuperficie con curvatu-
ras principais constantes en CP" e CH"

Comecemos cuns cantos resultados validos para calquera hipersuperficie M en M"(c)
con curvaturas principais constantes. Estas propiedades serdan consecuencia das ecuaciéns
de Gaufl e Codazzi, da curvatura holomorfa constante do espazo ambiente e da hipdtese
de curvaturas principais constantes. Os resultados desta seccién xa foran probados en [§]
para o caso ¢ = —1.

Lema 4.1. Para todo X € I'(T),), Y € I'(Ty,) e Z € I'(Ty,) temos que
Rxyze = (N — M) (VxY, Z) — (N — M) (Vy X, Z) .

Demostracion. Séguese de xeito inmediato da ecuacion de Codazzi e de que M tena cur-
vaturas principais constantes:

Rxyze = (VxS)Y — (VyS) X, Z)
(VxSY — SVxY —VySX +SVy X, Z)
=\ (VxY, Z) —(VxY,5Z) =\, (Vy X, Z) + (VyX,5Z)
= (N = M) (VxY, Z) = (N = M) (Vv X, Z). O

Lema 4.2. Se, no punto p € M, a prozeccion ortogonal de JE, sobre Ty, (p) € non nula,

s

enton Ty, (p) € un subespazo real de T,M"(c), isto ¢, JTy,(p) C T (p), onde T5:(p) € o
complemento ortogonal de T),(p) en T,M™(c).
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Demostracion. No Lema 4.1 tomemos \; = A; = \;. Enton nyzg = O paratodo X,Y, Z €
I'(Ty,). Collendo Z = X, obtense que (JX,Y) (X, J¢) = 0 para todo X,Y € I'(T},), de
onde se segue que 0 = —2 (X, J&) Ryyze = (JY, Z) (X, JE)?, para todo X,Y, Z € T(T),).
Asi pois, se nun punto p € M, a proxeccién ortogonal de JE, sobre Ty, (p) é non trivial,
existe un campo X € I'(T},) tal que (X, JE,) # 0, polo cal se ha de ter que (JY,, Z,) =0
para todo par de vectores Y, Z, € Ty, (p). E dicir, JT),(p) C T5-(p). O

Lema 4.3. Para todo X,Y € I'(Ty,) e Z € I'(T),) con \; # A;, tense que

(VxY, Z) = WCM (JY. Z) (X, JE) + (JX,Y)(Z,J€) +2(JX, Z) (, J€)).
AV
Demostracion. Dedticese de xeito inmediato do Lema 4.1, sen mais que pér \; = A, e
intercambiando os campos Y e Z. O

Lema 4.4. Para cada par de campos de vectores unitarios X € I'(Ty,) e Y € I'(Ty,), con
i # A, temos:
0=(N\ —A\)(—c— 4NN\ — 2 (JX, V)2 +8(VxY,VyX) —4(VxX,VyY))

—4e (JX,Y) (X (Y, JE) + Y (X, JE))

—c(X,JE) BY (JX,Y) +(VyX,JY) —2(VxY,JY))

—c(Y,JE) BX (JX,)Y) —(VxY, JX) +2(Vy X, JX)).
Demostracion. Da ecuacién de Gaufl obtemos que:

c 3¢

Rxyyx = ANiAj + 1T (JX,Y)?.

Por outra banda, a definicién do tensor de curvatura R de M implica que
Rxyyx = (VxVyY = VyVxY — Vix Y, X)
= X(VyY, X) —(VxX,VyY) = Y(VxY, X) + (VxY,VyX) — (Vix vV, X).

Usando o Lema 4.3 temos que

3¢
4N =)

3¢
4N = Ni)

A ecuacién de Codazzi, o feito de que as derivadas do operador de configuracién sexan
operadores autoadxuntos e a identidade de Bianchi alxébrica permitennos escribir:

(A = 2 )(Vix Y. X) = ((VixnS) V. X) = ((VyS)[X, Y], X) + Rix,yjvxe

(VyS) X, VxY) = ((VyS) X, VyX) + Rixyjyxe

(VyS) X, VxY) = ((Vx9) Y, VyX) — Ry xv,xe + Rixyv]yxe
i — M)(VxY, VyX) + Ry vyxe + Bxvy xve.

X(VyY, X) = (Y, JOX(JX,Y) + (JX, V) X(Y, JE)),

Y(VxY, X) = (X, JOY(IX,Y) + (JX, Y)YV (X, JE)).

~
~ ~
~(
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Agora, a definiciéon do tensor de curvatura de CH™ xunto coa ecuacion de Weingarten
implican:

Ryyvyxe + Rxvyxve = 2 (N = X)X Y2+ (JX,Y) (XY, JE) + Y (X, JE))

+ (X, JE) ((Vy X, JY) = 2(VxY, JY))
—(V,J&) (VxY, JX) = 2(Vy X, JX))).

Todas estas relacions xuntas permiten concluir a demostracion do lema. O

4.2. Proba do Teorema Principal

Nesta seccion comezaremos supondo que a hipersuperficie M é orientable. Polo tanto,
podemos considerar sobre M un campo unitario normal global £. Imos estudar o caso en
que o campo J&, ten proxeccién non trivial sobre exactamente dous espazos de curvaturas
principais T}, »)(p) € Tp(p)(P), para todo punto p € M. En particular, isto implica que g >
2. Posto que M é conexa e ten curvaturas principais constantes, e as funciéns pq, pg: M —
R son continuas, séguese que ambas funcions son constantes. Por tanto, o campo tanxente
J& ten proxeccién non trivial sobre exactamente duas distribucions de curvaturas principais
T,, e T,,. De aqui en diante suporemos, pois non ¢ restritivo asi facelo, que as duas
curvaturas principais asociadas a tales distribucions son A; e As.

Ponamos, por tanto, J§ = biU; + byUs, con U; € I'(T),), i = 1,2 campos unitarios, b;
funcion diferenciable sobre M estrictamente positiva, para ¢ = 1,2. Verificase entén que
b2+ b3 = 1.

4.2.1. Un lema a nivel alxébrico

A hipétese de que cada vector J§, ten proxeccion non trivial sobre exactamente dous es-
pazos de curvaturas principais, para cada p € M, permite deducir xa algunha consecuencia
traballando exclusivamente a nivel alxébrico no espazo vectorial T,M"(c).

Lema 4.5. Sexa p € M tal que JE, = byuy +baus para certos vectores unitarios u; € Ty, (p)
e certos numeros reais b; > 0,1 =1, 2.
Enton g > 3, (Jui,ug) = 0 e existe un vector unitario a € @;_; Th, (p) tal que

Ja = bgul — bﬂLg,
Ju; = (=1)"bja — b, i,j €{1,2}, i #j.
En particular, o subespazo RE, ® Ruy & Rug @ Ra de T,M"(c) é complezo.

Demostracion. Dacordo co Lema 4.2, os subespazos Ty, (p) e Th,(p) son reais. Por tanto:

JuieT)\j(p>EB (@TAk(p)) ) ivje {172}713&.]
k=3
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ol

Dito doutro xeito: existen dous vectores wiy € Th,(p) © Rug, woy € Ty, (p) © Ruy e 2(g —

vectores wy, € Th, (p), con i € {1,2} e k € {3, ..., g}, tales que:

g
Juy = (Juy, uz) up + wiz + Zwlk — 01,
k=3

g
Juy = (Jug, ur) uy + woy + Zw% — bo&,.
k=3
Tendo en conta estas expresions, podemos calcular o seguinte:
—§p = J2£p = J(Jgp) = leul + ngUg

g
= b2(<Ju2, U1> Uq -+ W21> + b1(<JU1, u2> U9 -+ W12) + Z(blwlk + b2W2k> — gp .

k=3

Por tanto, deducimos que:

0= <JU1,U2> - — <JU2,U1> )

0= Wwai,

0 = wia,
(41) 0= blwlk + bngk, k= 3, ... 3.

E, consecuentemente:
g
(4.2) Ju; =Y wip —b&y,  i=1,2
k=3

2)

De aqui séguese que non se pode dar o caso g = 2, pois entén a norma de Ju; (que

sabemos que é 1) seria b;, que é estrictamente menor ca 1. Entén g > 3.

Para cada k € {3, ..., g} tomemos a; un vector unitario tal que: ay € Rwyy, se wyy # 0;
e un vector unitario arbitrario a; € T), (p) en caso de que wyy sexa nulo. Asi pois, podemos
por wyr = frap € wor = gray, para certos numeros reais fr e gp, para todo k = 3, ..., g.

Entén as dias ecuacions (4.2) podémolas reescribir asi:

g
(4.3) Juy = frax — biép,
k=3
g
(4.4) Juy = ngak — b9,
k=3

E as relaciéns (4.1) convirtense en:

0 = by fray + bagray, k=3,...,9
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Co cal temos que:
Ozblfk+b2gk, ]{7:3,,g

Posto que by # 0 # by, podemos definir hy, = g—’: = —{—’2“ para cada k € {3, ..., g}. Reescribi-

mos as ecuaciéns (4.3) e (4.4) do seguinte xeito:

g
Ju1 = —bg (Z hkak) — blgpu
k=3
g
Juy = by (Z hkak> — byé,.

k=3
Definimos o vector a = > 7_shxar, € @j_;Th,(p), co cal Jus = —bra — b1y € Juy =
bia — by€,. Ademais, tendo en conta esta ultima ecuaciéon obtemos:
biJa = J*uy + by JE, = —ug + by(byuy + boug) = bibouy + (—1 4 b3 )uy
= bibyu; — bfum

de onde concluimos que Ja = byt — byusg, co cal Ja ten norma bg + (—61)2 =1 e, entén, a
tamén é unitario. Asi finalizamos a demostracién do lema. O

Séguese do Lema 4.5 que existe un campo de vectores unitario A € T’ (B]_; Th,) tal
que:

JU; = (—1)'b;A — big, i,j €{1,2} i # ],
JA = byUy — b Us,
<JU17U2> = 07

onde, recordemos, U; € I'(Ty,), i = 1,2, son campos unitarios en M, e by, by son funciéns
positivas en M verificando b + b2 = 1. O campo de vectores A pode ser expresado do

seguinte xeito:
g
A = Z Vk7
k=3

para g — 2 campos diferenciables Vi, € I'(T),), k£ = 3,...,9. Ademais, das igualdades
anteriores séguese que:

(Us, JVi) = (=1)7b; i,j€{1,2};i#j; k=3,....,9.
Estas relacions, xunto coa xa mencionada antes do lema
JE =bUp + bUs,
seran usadas a miudo no que segue, sen refirirse a elas explicitamente. Ademais:

g
D =TM e (RU, & RU, © RA) = (Ty, RUY) & (T, © RU) & ((@ TAk> o RA)

k=3

¢ unha distribuciéon complexa sobre M.
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4.2.2. O campo de vectores A

O obxectivo deste apartado é o de mostrar que todos os campos Vi, k = 3, ..., g, son cero
excepto exactamente un e, polo tanto, que podemos asumir por exemplo que A € T'(T),).

Comecemos co seguinte lema, no cal calculamos algunha derivada covariante que pre-
cisaremos mais adiante.

Lema 4.6. Parai,j € {1,2} con i # j, verificanse as sequintes relacions:

g  3chyby

(4.5) Vu,U; = Z(—1)J4(

— "k
k=3 A = Ai)

(46) ViU = S (-1 (Ai - 4&373)) V.

k=3

Demostracion. Sexan W; € I'(Ty, oRU;), i = 1,2, W, € I'(T), 6RV}), k =3, ..., g campos
de vectores diferenciables arbitrarios e k € {3, ..., g} tamén arbitrario.

Probemos a ecuacién (4.5).

Como U; ten norma constante, tense que (Vy.U;, U;) = 0. Do Lema 4.3 obtemos que:

(Vu,U, Uj) = (Vu, U, Wy) = (Vy, Uy, W) = 0,

. 3ch;b;
U Vi) = (=1 2%
Falta por calcular (Vy,U;, W;). Fagdmolo asi:

Tense que <?UiJ§,VVZ-> = <J?Ui§,VVi> = —(JSU;,W;) = =X\ (JU;, W), o cal é cero
por ser T}, real. Usando isto temos que:

Pero, de novo polo Lema 4.3, (Vy,W;,U;) = 0. Por tanto, como b; # 0, isto implica que
(Vu,W;,U;) =0, de onde se segue (4.5).

Demostremos agora (4.6).

Como U; ten norma constante, temos que (Vy,U;,U;) = 0. De (4.5) dedicese que
(Vu,U;j, U;) =0, e o Lema 4.3 dinos que (Vy,U;, W;) = — (Vy,W;, U;) vale 0.

Sexa v € {j,3,...,9}. Tendo en conta (4.5) e que <vUiJ£,W,,> = <J?Ui£,W,,> =
—(JSU;,W,) = =\; (JU;, W) = 0 obtemos:

0= UZ <Wl/7 J£> = <vU7;WI/7 J£> + <lee]£, Wl/> = b] <VU7;WI/7 UJ) ’

de onde (Vy,U;, W,,) = 0.
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Calculemos finalmente (V,U;, Vj,). Verificase que

= (JVu& Vi) + b (Vo Vi, Us) + b (Vu, Vi, Uj)
=—(JSU;, Vi) — b; (Vu, Ui, Vie) — b; (Vu,Uj, Vie)

- 3cb;b;
— )\ . b1 . .
i (JU;, Vi) — bi(—1) 0w = ) bj (Vu,Uj, Vi)
. - 3cb?b;
— (—1VND —(—1) =) p. )
(S1PA; = (=17 520 = by (Yl Ve

E de aqui concluimos que

(Vu,Uj, Vi = (=1) (Ai N 4()\3;731)%)) 7

co cal queda probado (4.6). O
Corolario 4.7. Para cada k € {3, ..., g} e para cada p € M tales que (Vi), # 0, as cur-
vaturas principais A, ..., Ag € as funcions by e by avaliadas no punto p satisfdn a ecuacion
sequinte:

c 3e(bi(p)®(Ae — M) | 3e(Ba(p)* (M — M)
0:Z+)\1()\2—)\k)+)\2()\1_)\k)+ 4(>\1—>\k) + 4()\2_>\k> .

Demostracion. Sexan p € M e k € {3, ..., g} tales que (Vi), # 0. Entén nunha vecinanza
aberta de p o campo Vi é non nulo. Realizamos as seguintes operacions nesa vecinanza
aberta.

Da expresién para a curvatura en M"(c) e mais do Lema 4.1 aplicado 6s campos Uy, Uy
e V), obtemos:

C —
_Z = RUlUQka = ()\2 — >\k> <VU1U2, Vk> - (>\1 - >\k) <VU2U17 vk) .
As ecuaciéns (4.6) permitennos concluir. O

Proposicion 4.8. Os campos Vi, k = 3, ..., g, son todos nulos agds un deles, que € unitario.
Noutras palabras, A € I'(Ty,) para un certo k € {3,...,g}.

Demostracion. Suponamos que existise un punto p € M e dous enteiros distintos r,s €
{3, ..., g} tales que os vectores tanxentes (V,), e (Vs), fosen non nulos. En consecuencia,
existe unha veciianza aberta de p tal que para todo punto g nela, os vectores (V;.), e (Vs),
son tamén non nulos. As operaciéns que realizaremos a continuacién entenderase que se
levan a cabo nesa vecinanza aberta do punto p.
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Dacordo co Corolario 4.7 e coa relacién b? + b3 = 1 obtemos o seguinte sistema lineal
nas variables {b?, b3}:

3c(Aa = Ar) g 3c(Mi—Ar) g c )
0 T a0 ) 2 T T TN AR =)
(4.7) Beha— Ay 3cM—A), ¢ ) )
) T Ay T T P TR R )
bi+by = 1 )

Tal sistema debe ser compatible. Suponamos por un momento que é indeterminado. Enton
todos os menores de orde 2 da matriz ampliada do sistema deben anularse. En particular,
o menor formado pola primeira e a terceira filas da matriz do sistema, e o menor formado
pola segunda e a terceira filas da matriz do sistema deben anularse:

30()\2 — )\r) 30()\1 — )\r)

Ae — A )2 = (A = \)?
1 1

4()\1 - )\r)()‘2 - )\T’)

Mo — M)A+ Ao — 2)\,)
4()\1 - )\r)()‘2 - )\T’) ’
30()\2 — )\5) 30()\1 — )\s)
0=| 400 —Xy) 40w —Xy) |=3c
1 1

= 3c

(>‘2 — >‘S)2 — ()‘1 — )\3)2
4()‘1 - >\s>(>‘2 - >\s>

(A2 — A1) (A1 + A2 — 2))

4()\1 - )\s)()‘2 - )\s)
Pero, posto que partimos do suposto de que as g curvaturas principais de M son todas
distintas, dedicese que A\ + Ay — 2\, = 0 = A1 + Ay — 2], de onde A\, = A, o cal é unha
contradicion co suposto que vimos de citar.

Polo tanto, o sistema ha de ser compatible e determinado. Isto implica que se pode
resolver para atopar unha expresién de b? e b3 en funcién de ¢, A, Ao, A, As. Asf pois, b2 e
b3 son constantes e, entén, by e by tamén.

Tendo en conta que U;, ¢ = 1,2, ten norma constante, verificase entéon que, para cada

i,j€{1,2},j#ieke{rs}
0= Vilby) = Vi (U;, JE) = (Vv Uy, JE) + (Us, Vi JE)
=b; (Vy, Ui, U;) + b; (Vy, U;, Uj) + <U,~, J?Vk@ = b, (Vy, Ui, U;) — (Us, JSVy,)
=b; (Vy, Ui, Uj) — M\ (U, Vi) = b; (Vv Ui, Up) — (=1)7b; My,
e, por tanto, (Vy, U;, U;) = (—1)7\. Usando estas relaciéns e (4.6), o Lema 4.1 aplicado
6s campos Vi, Uy, Us (k = r, s) permitenos escribir:

= 3c

C —
1(253 —b7) = Ryt,0me = (M — A2) (Vi Ur, Us) — (e — X2) (Vo Vi, Un)

3cb?
— (= 2+ (g — A /\—71),
(A1 — A2) A + (Mg 2)(1 0w =)
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e as{ obtemos as seguintes diias novas ecuaciéns lineais nas incégnitas b3 e b3:

c  3c(h — A c
(__M) b%——b%: ()\2—)\1))\7« + )\1()\2_)‘7“)7

47 400 —n) 2
¢ 3cAs—A2)\ 0 €5
—— | b — b5 = (A — s — As).

Agora podemos considerar un novo sistema lineal nas incégnitas b3 e b3, formado polas
ecuacions en (4.7) e mais polas ecuaciéns que vimos de deducir:

T T T iR
T&Q_‘ j:)) B+ ?;f((j;_‘ j:)) B o= =5+ A M)+ (= )
(48) (2 . %) BB = M=)+ e = )N,
(2 _ H) B S = M0 = A+ (s = DA,
bi+bs = 1 )

Tal sistema ha de ser compatible e determinado, polo cal os menores de orde 3 da matriz
ampliada débense anular. A continuacién amosamos os menores formados polas filas 1, 3
e b, as filas 2,4 e 5, e as filas 3,4 e 5, respectivamente:

3¢ ()\2 - )\r) 3c ()\1 - )\r) C
Th ) d0e—x) e =)

0 = C 30 ()\2 — )\7“) c
4 4 =N) 2 AL (A2 = An) + (A2 = A1) A
1 1 1

3¢ ()\1 - )\2) 2 (—12)\? + 8)\1)\7« + 8)\2)\7« +c— 4)\1)\2)
16 (A1 — X)) (A — A2) ’

3c ()\2 - )\s> 3¢ ()\1 - )\s) C
S W Y -
Th—h)  d0w—oy) 17O FAA—A)

0=| c 3c(ra—A) c
c_xlzA) o C M g — A ESVSY
17 A0 — ) > 1o =A) + (A=A A
1 1 1

o 3c ()\1 — )\2) 2 (—12)\3 + 8)\1)\5 + 8)\2)\8 +c— 4)\1)\2)
B 16 (A1 — Ag) (Ns — A2) ’
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¢ 3c(h—A) ¢
Ty T3 M AT e x
0=| ¢ 3c(Aa—Ay) c
R Trres Wil AR L RP DRSO RS
1 1 1

. 3¢ ()\2 — )\1) ()\r — )\s) (4)\% — 4)\7“)\1 — 4)\5)\1 +c+ 2)\2)\7» + 2)\2)\5)
8 (A1 — M) (A1 — Ag)

Dado que asumimos que as g curvaturas principais de M son distintas duas a duas,
dedicense as seguintes tres ecuaciéns:

(4.9) 0= —1222 + 8\ A\, + 8Xa ), + ¢ — 4A )\,
(4.10) 0= —1222 + 8\ A; + 8Xa A, + ¢ — 4A )y,
(4.11) 0 =407 — 44X\ A1 — 4A A1+ e+ 2000, + 200,

Restando (4.10) de (4.9) obtemos
0=4(2)\ + 20 — 3), — 3X,) (A — Ay,

de onde se deduce que A, + A, = 2(A; + Az). Tendo isto en conta, a ecuacion (4.11) pédese
reescribir asi:

1
0=4A§—4(AT+A8)A1+c+2A2(AT+AS):5(4A§—4A2A1+4A§+3c),

polo cal:
0 = 4X3 — 4\ +4)3 + 3c.

Pero o discriminante de (4.9) e (4.10) como ecuaciéns de segundo grao nas incognitas A, e
s, respectivamente, resulta ser:

16(407 — 4o \; + 4)3 + 3¢),

e, por tanto, tal discriminante antlase. Isto implica que A\, = A,, o cal non pode ser,
chegando asi a un absurdo que xurdiu de ter suposto a existencia dun punto p € M para
o cal existisen dous indices 7,5 € {3, ..., g} tales que os vectores (V,), e (V;), fosen non
nulos.

Por tanto, para cada punto p € M, A, ¢ un autovector unitario do operador de confi-
guracién en p, asociado a unha certa curvatura principal Agx(p). Posto que A é un campo
continuo e M ¢é conexa, tal curvatura principal asociada a A, non depende do punto p en
consideracién. En consecuencia, A € I'(T),) para un certo k € {3,..., ¢}, tal e como se
queria probar. O

Dacordo coa proposicion que vimos de demostrar, de aqui en diante suporemos que
A € I'(T,), reordenando as curvaturas principais de M se fose preciso para facer tal
suposicion.
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4.2.3. Algunhas propiedades dos espazos de curvaturas princi-
pais

Neste apartado determinaremos as funciéns b; e by, probaremos certas relacions entre
as curvaturas principais e veremos que as distribuciéns T, , con k € {4, ..., ¢}, son reais.
O igual que antes, comezamos calculando algunhas derivadas covariantes.

Lema 4.9. Parai,j € {1,2} con i # j, verificanse as sequintes relacions:

30b1 bg

(1)

(4.12) Vo, Ui = (—1) 4()\3_)\i>A7

, 3cb?
4.1 U; = (=1)Y [\, — —— ) A,
e >< 4<A3—Ai>)

; 30[)162 ; 3Cb2
4.14 A=(-1)—=_U. 1Y (N - — .
(4.14) Vi, A= ( )4()\3_)\i)U,+( )(A, 4()\3_)\i)>U]

(4.15) Val; = )\(_—1))]\) (2(2193 — B+ (A — As) ()\i - 4(;’30732”)) U;

(4.16) VA =0.

Demostracion. Asigualdades (4.12) e (4.13) séguense inmediatamente das igualdades (4.5)
e (4.6), respectivamente.

Sexan W; € F(T)\Z © RUZ), 1= 1,2, W5 € F(T)\S © RA) e Wy € F(T)\k), k=4 .9,
campos de vectores diferenciables arbitrarios e k € {4, ..., g} tamén arbitrario.

Probemos (4.14).

Posto que A ten norma constante, temos (Vy, A, A) = 0. Sexa v € {1,...,g}. Temos
enton:

0="U; (JU;,W,) = (Vu,JU;, W,,)) + (JU;, Vi, W,,)
= —(Vy,Ui, IW,) + (JU, VW) .

Debido a que © é J-invariante e a (4.12), o primeiro termo antlase. No segundo termo,
substituindo JU; por (—1)"b;A — b;§, obtemos:

0= <JUZ? ?U@'WV> = (_l)lbj <Aa vUiWI/> - bz <§7 ?UZ‘WI/>
= (_1)Zb] <A> VUL'WV> + bz <?U@'€> Wu>
= (—1)ibj (A, Vy,W,) — b, (SU;, W,,)
= (=1)"b; (A, Vi, W,) — \ib; (U, W,y = (=1)"b; (A, Vi, W,)
de onde (Vy,A,W,) = 0. Por tanto, Vi, A = (Vy, A, U;)) U + (Vy, A, U;) Uj, o cal nos

permite determinar (4.14) a partir de (4.12) e (4.13).
Demostremos agora (4.15).
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Como U; ten norma constante, temos (VaU;,U;) = 0. Do Lema 4.3 séguese que
(VaU;, A) = —(V4AU;)) = 0. Sexa v € {j} U{3,...,g9}. Polo Lema 4.1 e tendo en
conta que ® ¢é complexa temos

0= Ravw,e = (N = \) (VaUi, W) — (A3 = \) (Vi A, W)
Por (4.14) temos que (Vy, A, W,) = 0, polo cal deducimos que (VU;, W,) = 0. Usando

esta igualdade (con 7 e j intercambiados) temos
0=A(W;, JE) = (VaW;, JE) + (Wi, V4 JE)
= b, (VaW;, U;) + b; (VaW,;, U;) — (W, JSA)
- bz <VAVI/Z'7 UZ) )
e, entén, (VU;, W;) = 0. Asi, temos VaU; = (VaU;, U;) U;. Para calcular este produto

escalar podemos usar a expresion explicita para R, o Lema 4.1 (aplicado a A,U;,U;) e
(4.14):

c . _
Z(—l)l(b? —2b3) = Ravuye = (N — Aj) (VaU, Up) — (A3 — \;) (Vu, A, Uj)

= (= MTAU ) = O = )1 (A - )

Isto permitenos concluir (4.15).

Finalmente, demostremos (4.16).

Posto que A ten norma constante, tense que (V4A, A) = 0. De (4.15) temos que
(VAAU;) = 0 para i = 1,2. Sendo v € {1,2} U {4,...,¢9}, do Lema 4.3 séguese que
(V4A, W,) = 0. Consideremos agora o seguinte:

0=A(JU;, W3) = (VaJU;, W5) + (JU;, V4 W3)

= — (VaUi;, JW3) + (JU;, V4 W5) .
O primeiro termo antlase debido a (4.15) (pois ® é J-invariante), e para o segundo termo,
substituindo JU; por (—1)'b;A — b;§ temos:

0= (JU;, VaWs) = (=1)'b; (A, VaW3) — b; (£, VaW3)
= (1), (A, VaWs) + b; (VaE, W)

(—=1)"b; (A, V aW3) — b; (SA, W)
(—=1)"b; (A, VaAW3) — bAz (A, W)

(—1)"b; (A, VaW5) .
Por tanto, (Va4 A, W3) = 0. E isto completa a proba de (4.16). O

Corolario 4.10. As curvas integrais de A son xeodésicas en M e os tres campos de vectores
A, Uy, Uy zeran unha distribucion autoparalela ©+, é dicir, ®+ € integrable e as sias follas
son subvariedades totalmente xeodésicas de M.
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A principal dificultade de agora en diante é que o nimero g de curvaturas principais
é desconecido. De feito, o obxectivo da Subseccién 4.2.4 é o de obter restriciéns sobre os
posibles valores de g.

Un resultado fundamental para poder seguir conseguindo informacién sobre a xeometria
de M é o seguinte.

Proposicién 4.11. As funcions by e by son constantes.

Demostracion. Desenvolvamos a igualdade que nos da o Lema 4.4 aplicado 6s campos Uy
e Us, tendo en conta as relaciéns (4.12) e (4.13):

0= (s — Ai)(—=c — 4\ Ao — 2¢ (JUy, Us)? + 8 (Vy, U, Vi, Uy
— 4(V, Uy, Vi, Us)) — 4c (JUL, Us) (Uy (Us, JE) + Uy (Uy, JE))
— (U4, JE) (3Uy (JUY, Us) + (Vi Uy, JUy) — 2 (N, U, JUS))
— Uy, JE) (3UL (JUL, Uy) — (Vi Us, JUL) + 2 (Vi Uy, JULY)
= (A — M) (=¢ — 4\ g + 8 (Vi Uy, A) (Vi Uy, A) — 4 (Vy, Uy, A) (Y, Us, A))
+ ¢(203 — b3) (Vi Ug, A) + (265 — b2) (Vi Uy, A)
_ 3c? b 3c? i 3c%(A1 — o)
20— M) 1 203 — ) 2 (As— M) (As — Aa)
¢(6A2 — TAi A — 222 + 2X\ A3 + Ag)s)

bib

b2
)\3—)\1 :
—_6\2 Mo+ 222 — XAz — 2\
o 61—0—712;‘ =0 228 12 (3, — A (e + 1201 0).
3 7 N2

Agora, substituindo b3 por 1 — b? obtense

902()\2 — )\1)

(4.17) 0= 20 =)0 - )

bzll + Al(C, >\17 >\27 >\3>b% + AO(C7 >\17 >\27 >\3>7

onde Ay e A; son funciéns racionais dependentes das constantes ¢, A1, A2, A\3. Por tanto,
a anterior é unha ecuacién cuadrdtica en b?, con coeficientes constantes e con coeficiente
principal non nulo. Asi pois, postie unha ou duas soluciéns constantes (e polo menos unha
debe ser real positiva). Como b? ¢ unha funcién continua sobre a variedade conexa M,
séguese que b? é unha funcién constante. Por tanto, a funcién b; > 0 é constante e, usando
a relacién b? + b3, concliese que tamén by > 0 é unha funcién constante. 0

Observacion 4.12. Chegados a este punto, estamos interesados en calcular expresiéns con-
cretas para b; e by. Da ecuacién (4.17) e mais da relacién b3 + b3 = 1 pddense obter
expresions vélidas para b? e b3, pero nas que aparecen radicais e que resultan pouco ma-
nexables. E por este motivo polo cal no seguinte corolario desenvolvemos un razoamento
alternativo para atopar unhas expresiéns mais comodas.
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Corolario 4.13. As funcidns b? e b3 venen dadas pola sequinte expresion:

s Ay = 228) (A — Aa)?

(4.18) b T ,

sendo 1,5 € {1,2} e i # j. Ademais, verificase a relacion sequinte:
(419) 0=c— 4)\1)\2 + 8()\1 + )\2))\3 — 12)\?;’

Demostracion. Pola Proposicién 4.11 cumprese que 0 = A(b;) = A (JE, U;) parai = 1,2.
Pero entén, aplicando (4.15), temos:

1 1 - A
0= A(JEU:) = 1 ((VaJ€.Us) + (JE, Vall)) = =35 (JAUp) + (VaUs Uj)
J J J
_ i (=1 (¢, o 2 3cb?
= (0t 53— (@8 =0+ = 2) A= s
i N3N =2, 1 0 203 — Az — A\
= <C4()‘i — X)) (A3 = A) b 02(>\z‘ - )\j>bj Ai — A '

Podemos considerar entén o seguinte sistema lineal nas incégnitas b?, b3:

—A1+3A =23, 1 L2028 = AoAg — AjAg )

4(A — Aa)( A3 — Aq) 2(A1 — A2) A — Ao
(4.20) . 1 2. —Xy + 3 — 23 2o _2)\2)\3 — M3 — A\
2(A2 — Ap) ! 4(Aa — A1) (A3 — \9) 2 Ao — M\
b% + bg =1 )

E doado comprobar que a matriz do sistema anterior ten rango 2. Por tanto, o sistema, que
debe ser compatible, é determinado. A condiciéon de compatibilidade é que o determinante
da matriz ampliada sexa cero. Por tanto:

M+ 3h =2 ! 20— Aods — A
400 — M) (s — M) 200 — o) M=
0— 1 e BM =20 2XAs — Mg — Aoy
20— ) 40w 08— ) X — M\
1 1 1

3C(C — 4)\1)\2 + 8)\3()\1 + )\2) — 12)\%)

16(A1 — A3) (Mg — A3) ’

e de aqui deducimos (4.19).

Ademais, podemos resolver o sistema, obtendo as expresiéns (4.18):

5 A —2X3) (A1 — Ag)?

b=

5 A —2X3) (A — Ag)?

C()\l — )\2)

b=

)

C()\g — )\1)
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Proposicion 4.14. A curvatura seccional holomorfa ¢ € negativa. Neste caso, verificase

que |A3| < ¥5° e temos as sequintes expresions para A\; e \p:

(4.21) O, Ao = {% <3/\3 _ \/Ti’))\%) % <3>\3 + \/ng) } .

Demostracion. Sexan i,j € {1,2} con i # j. O Lema 4.4 aplicado és campos U; e A xunto
coas igualdades (4.14) e (4.15) permitennos facer os seguintes calculos:

0= (A3 — N)(—c — 4\Ag — 2¢ (JU;, A + 8 (Vy, A,V 4U;) — 4 (Vy,Us, V4 A))

—4c(JU;, A) (Ui (A, JE) + AU, JE))
— (Ui, JE) (BA(JU;, A) + (VaU;, JA)Y — 2(Vy, A, JA))
— (A, JE) BU: {(JU;, A) = (Vi A, JU;) + 2(V 4U;, JU;))

= (A3 — Ni)(—c — AN — 2¢b5 + 8 (Vy, A, Uj) (VaU;, Uy)) + 4(—1) cb? (V AU;, Uj)
+4(=1)cb; (U;, VaJE) — 3cb; (V4 JU;, Ay — 3cb; (JU;, V4 A)
+ (=1 cbF (VaUs, Uy + 2(=1)7b;b; (Vy, A, Us) + 2(=1)'eb? (Vy, A, Uj)

= (A3 — Xp)(—c — ANdg — 2¢b7 + 8 (Vy, A, U;) (VU3 Uy))
+2(=1)e(b7 — 263) (VaU;, Uj) + 2(=1)"cbi (Vi A, Us) + 2(—1) cbib; (Vi A, Us)
— 4eXghl + 3chsb;
A (—=4X3 + X + 3)))

202 02 (—8>\3 + 5)\2 + 3)\])

- ! 4 212
BT TP KM Ve VAT v W PP W
_ c(bAz\; — S8\ + 3)\3)\j)62 B 26(—3)\Z2 + TA3\ — A — 3)\3>\j)b2
i (Ni = A3) (—4X3A7 + 8MAZ — AXg N + e\ — ¢\))

Substituindo b7 e b? polas expresions (4.18), a igualdade anterior reducese a:

A=
A — A\

(=72X3 + 48MA3 + 108A;A3 — 4A7 A3 — 32X\5A3 — T2\ A3

E isto cimprese para ¢t = 1,7 = 2 e tamén para i = 2,7 = 1. Por conseguinte, dediicense
as seguintes duas ecuacions:

(4.22) 0= — T2A5 + 48X\ A3 + 108AA; — 4ATA3 — 320303 — 7201 Mo )3
+ 16)\1)\% + C)\l + 8)\%)\2 — C)\g,
(4.23) 0= — 72X3 + 4803 + 108X\ A5 — 4XA3A3 — 32033 — T2 A1 A3

+ 16)\2)\% + C)\Q + 8)\%)\1 — C)\l.



4.2.3 Algunhas propiedades dos espazos de curvaturas principais 63

Restando unha doutra obtemos que:
0= 2()\1 — )\2)(0 — 4)\1)\2 + 14)\3()\1 + )\2) - 30)\:25)

E, por tanto:
0 =c— 4\ + 14X3(A\; + A2) — 3073

Agora, restando (4.19) da anterior ecuacion, temos:
0 =06A3(A\1 + A2 — 3)3).
De aqui obtemos que A3 = 0 ou A\; + Ay — 3A3 = 0. Distingamos ambos casos:

» Suponamos que A3 = 0. Entén (4.22) queda en c(A; — Ay) + 8\ Ny + 16M A2 = 0 e,
usando que agora (4.19) dinos que ¢ —4X\ Ay = 0, deducimos 3¢(A; 4+ A2) = 0, de onde
A1+ Ay = 0. E, como estamos supondo que A3 = 0, verificase tamén A; + Xy —3A3 = 0.
Por tanto, este primeiro caso englébase dentro do seguinte.

» Suponamos entén que A; + g — 3A3 = 0. A ecuacién (4.19), substituindo agora A
por —\g + 3A3, rediicese a ¢ + 4A3 — 12XA3 + 1202 = 0. Esta é unha ecuacién de
segundo grao na incégnita Ay, con discriminante 16(—c — 3)2). Posto que, se ¢ > 0
tal discriminante é estritamente negativo, deducimos que s6 é posible o caso ¢ < 0.

Neste caso tense: )
>\2 = 5 <3)\3:l: \/ —0—3)\3) .

Razoando simetricamente podemos deducir que tamén A; toma un dos dous valores
anteriores.

Polo tanto concluimos que

(3)\3+(—1)i\/T3)\§) § = 1,2}.

[

Por outra banda, sabemos que |A3] < {/=¢

N | —

(4.21) Do} = {

3
Substituindo as expresiéns (4.24) en (4.18) deducimos que

((_1)%, + \/ng,)
2 (m)

3

{b7,03} = < — i=1,2¢,

para ¢ = 1,2. Se supomos que */2_7 < |A3| < /FF, séguese que —c — 4X\2 < 0, co cal

—|X3] + /—c — 3X\2 < 0. Por tanto, b> < 0 ou b2 < 0, o cal non pode ser.
3 1 2
Obtense asi que |A3] < g, e isto finaliza a demostracion. O
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Corolario 4.15. Para todo k € {4, ..., g}, a distribucion Ty, € real.

Demostracion. Sexa k € {4, ..., g} e tomemos W, W/ € I'(T),) dous campos de vectores
unitarios definidos localmente. Como (J&, W)/) = 0, aplicando o Lema 4.3, as relacions
(4.18) e mais tendo en conta que de (4.21) se deduce que A\; + Ay — 3A3 = 0, verificase o
seguinte:

= =\ (JWi, Wi) + by (Ur, Vi, W) + bz (Us, Vi, W)

cb? cb?
= N\ (W, W)+ ——— (JWe, W) + ——2—— (JW,, W]
cb? cb?
==X\ + 1 2 ) JWy, W!
( PTG — A1) A — X (W, W)
s — )3 )
(s = M) (JWi, W}

T = A — )

Por tanto, posto que A\; # A3, obtemos que (JWy, W/) = 0. Dado que Wy, W, eran campos
vectoriais unitarios definidos localmente e arbitrarios, deducimos que JT), C T/\lk , € dicir,
T, é real. ]

k

4.2.4. Unha cota para o nimero de curvaturas principais

Agora botaremos man da ecuacién de Gauf reescrita no Lema 4.4, o cal nos permi-
tira traballar con certas desigualdades que verifican as curvaturas principais. Isto conduci-
ranos a varias conclusions importantes sobre as curvaturas principais da hipersuperficie M
e os seus correspondentes espazos de curvatura. Salientamos a propiedade de que o niimero
g de curvaturas principais de M sé pode ser 3 ou 4.

Lema 4.16. Denotemos por (+);, i € {1,2}, a prozeccion sobre a distribucion T, ©RU;, e
por ()i a prozeccion sobre Ty, , se k =4,...,g.

1. Para cada i € {1,2} e cada campo unitario local W; € I'(Ty, & RU;), pondo j €
{1,2}, j #1, tense que:

Ai —
o %H (VW) ||2+8Z

(4.25) 0= —c—4X\; + 8 ZH (VaWi), |

A3
2. Para cada k € {4, ..., g} e cada campo unitario local Wy, € I'(T),) cumprese que:

e — A
Az — A

A
(4.26) 0= —c—4X\A,+8

W), |I? + 8
)\_)\H(VA |17+

§|| (VaWi), |I?

) 1%

1= 4l;£k
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Demostracion. Os campos de vectores que usaremos nos seguintes razoamentos entende-
ranse definidos localmente.

1. Sexa W; € I'(T\, ©RU;) parai € {1,2} un campo local unitario. O Lema 4.4 aplicado
a A e a W; dinos que:

De (4.15) e do Lema 4.3 (aplicado a A, a un campo xenérico de I'(T),) e a W;) séguese
que VaW; € I((Ty, ©RU) ® (Th, ©RU,) @ Ty, ® ... © T}, ), mentres que de novo polo
Lema 4.3 (esta vez aplicado a W, a un campo xenérico de I'(T),) e a A) deducimos
que leA € F(TAJ. D (T‘)\(3 © RA) D T)\4 D...D T)\g), con j € {1, 2},] 7& 1.

Temos entén que
g
(Vi A, VaWi) = (Vi A, (VaWi)) + Y (VA (VaWi),,).
k=4

Usando o Lema 4.1 obtemos:

Ai — A — M\
(Vi ValWi) = T—H(VaWe, (VaWi),) +Z oo (Valis (VaWa),)
= STI(VAW),  (VaW) +Z (AW, (VW)
)\3_)\' A A N — A AW ) s \V AW ) 1)y
e enton:
_ >‘i_>‘j 2 k) Ak 2
0= —c— A +83 = (VaWi); | +8;>\3_>\k1| (VaWi), |I>

2. Sexa agora W, € I'(T),) un campo unitario local. O Lema 4.4 aplicado a A e a W},
dinos que:
0=—c—4X3\, + 8 <VWkA7 VAWk> .

De (4.15) e do Lema 4.3 (aplicado a A, a un campo xenérico de I'(Ty,) e a Wy)
dedicese que VoW, € T'((T\, © RUy) @ (Th, ©RU) © Ty, ® ... ® T, ), mentres que
outra vez do Lema 4.3 (esta vez aplicado a Wy, a un campo xenérico de I'(T),) e a A)
séguese que Vi, A € (T, @ Ty, ® (TN, ORA) Ty, @ .. BTy, , DTy, ®...®T),).

Razoando igual ca no caso anterior obtemos:

Ak A — A
0= —c—4X3\, +8
c 3k + N — A

Wi), |I? + 8
)\_)\H(VA |17+

§|| (VaWi), |

) 1% 0

1= 4l;£k
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Na ecuacién (4.25) débese observar que, se dim Ty, = 1, o terceiro sumando desaparece.
E, na ecuacién (4.26), se dim Ty, = 1, i € {1,2}, o (i + 2)-ésimo sumando desaparece.

De aqui en diante, faremos a suposicién de que se escolleu £ de xeito que A3 > 0 (pédese
asumir isto posto que cambiar o sentido do campo & cambia o signo de todas as curvaturas
principais). Ademais, intercambiando A\; e Ay se fose necesario, asumiremos as seguintes
expresions para A; e Ay en funcién de As:

1 )
(4.27) N=3 <3>\3 +(=1)y/—c— 3>\§) . =12

Dacordo coas expresions (4.27), ¢ doado comprobar que ¢ + 42 < 0 e ¢ + 43\, < 0
para todo A3 € [0 \/_> e que

<0 se0< A< 2_3
C+4)\3)\2 =0 se )\3: \2/\;_30,

>0 se%<)\3<

Ademais temos sempre que A\; < A3 < As.

<[0

Lema 4.17. Para todo k € {4, ..., g}, se se verifica unha das sequintes condicions:
(i) dim Ty, = dim7), =1,
(ii) dimTy, =1 e Ay < Ao,

(113) N < A < Ag,

enton tense que ¢+ 4 3\, > 0.

Demostracion. Sexa Wy € I'(Ty, ) un campo unitario definido localmente. Suponiamos que
¢ + 423\, < 0 e que se verifica unha das condiciéns do enunciado. Da ecuacion (4.26)
dediicese que existe un [ € {4,...,g},1 # k tal que /\—;\f < 0. Escollamos A, de entre

.. A
todas aquelas curvaturas principais A, con m € {4,...,g} e con /\k 52 < 0 que minimiza

a ‘)\3 — )\m‘

Se A\, < A, entéon A3 > A, e, por tanto, A\, < A, < A3. Analogamente, se A\ > A,
séguese que A3 < A\, < Ag.

Aplicando a ecuacién (4.26) a un campo unitario local W, € I'(T},.), e tendo en conta a
hipétese do enunciado que estamos asumindo, xunto con c+4Ag\, < c+4A3 méx{ Az, \x} <
0, deducimos que existe un s € {4,...,g},s # r, tal que ¢ ’\T ’\S < 0.

Suponamos A < A\, < A3. Se A\3 < A, enton A\, > )\8, co “cal A3 < Ay < A < A3, 0 cal
é un absurdo. Por tanto, A3 > A e, entdén, A\, < A, polo cal \p < A\, < A; < A3 e tamén
’A\’; ;\ < A* ’\“' < 0, pero entéon A supén unha contradicion coa definicion de A,.

Con&deremos entéon o outro caso: Az < A, < Ap. Se A3 > A, enton A\, < Ag, co cal
A3 < A, < Ag < Az, o cal é un absurdo. Por tanto, A3 < Ag e, entén, A, > A, polo cal
Az < Ay < A, < A, e tamén :\\’“ :\\ < i; :\\ < 0, pero entén Ag contradi novamente a
definicién de A,.

Por tanto, se se da unha das condicions do enunciado, hase de ter ¢ +4A3\; > 0. O
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Proposicién 4.18. Tense que dimT), = 1.

Demostracién. Suponamos que dim Ty, > 1. Aplicando a ecuacién (4.25) a un campo
unitario local Wy € I'(T\, © RU;), dedtcese que existe un k > 4 tal que il :\\" < 0. Se
A3 < A, entén A\; > Ag, co cal A3 < A\ < Ay, o cal non é certo. Se, pola contra, A3 > A,
enton \; < Ag, co cal \; < A\ < A3 < Ay e, entén polo Lema 4.17, ¢ + 4 3\, > 0. Pero,
como A\, < A3, tamén se teria que ¢ + 43\, < ¢+ 4X3 < 0, o cal contradi a afirmacién
previa. ]

Proposicion 4.19. Verificase que:
(i) g € {3,4}.

i) Se g=3edimTy, > 1, entdn \; =0, Ay = ¥=3¢ e Ny = Y=C.
(i) 2 :

(iii) Se g =4, enton dim Ty, =1, 0 # A3 # 2_0 e =

~ Dy
Demostracion. O Lema 4.5 indicdbanos que g > 3.

Suponiamos entén que g = 3 e que dim7T), > 1 e probemos primeiro (ii). A ecuacién
(4.25) aplicada a algiin campo unitario local Wy € I'(T), © RU,) implica que ¢+ 43\ = 0.

Pero isto s6 ocorre se A3 = ;/—_\;g Por tanto, por (4.27), Ay = —V_?’C e A\ = 0, e asi queda

probado (ii).
Suponiamos agora que g > 4 e que dim7), > 1, e razoemos por reduciéon 6 absurdo.
Distingamos dous casos:

n < A3 < *27 Neste caso ¢+ 4A3A2 < 0. Aplicando a ecuacion (4.25) a algiin campo

unitario local W € I'(Ty, © RU;), deducimos que existe un k& > 4 tal que AQ ’\" < 0.
Se A\ < A3 entdén Ay < A, co cal Ay < Az, o cal non é certo. Suponamos enton que
A > Az. Neste caso Ay > A, co cal ¢ + 43\, < ¢+ 4X3)y < 0 o cal contradi o
segundo apartado do Lema 4.17.

. \2/\; <)\ < \/_ . Neste caso ¢+ 4A3\9 > 0.

Suponiamos que existise un k > 4 tal que A3 > \; entén ¢ + 43\, < c+4X\2 < 0e
tamén Ay > A\, co cal o Lema 4.17 achéganos unha contradicién. Por tanto, A3 < Ay
para todo k > 4.

Se Y=< 5 \/—
['(T\, ©RU,) permitenos dicir que existe un k > 4 tal que £>0e, como Az < Ay,
tamén Ay < \j.

No caso A3 = E, consideremos un k£ > 4 calquera. Se Ay > Ag, enton ¢ + 43\ <
¢+ 4X3Xy = 0, en contra do Lema 4.17.

< A3 < ‘/7, a ecuacion (4.25) aplicada a algin campo unitario local Wy €

Por tanto, en todo caso, s < Ai. Sexa A, a maior das curvaturas principais con
r € {4, ...,g}; polo xa visto, Ay < A,.. Por tanto, c+4A3\, > c+4A3A2 > 0. Aplicando
a ecuacién (4.26) a algun campo unitario local W, € I'(T),) obtemos que existe un
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s > 4,s # r verificando % > (. Pola definicién de A, temos que \; < \,.. Séguese
que A3 > A, co cal c+4A3)\, < c+4A2 < 0, pero isto implica unha contradicién polo
Lema 4.17 (pois Ay > A3 > Ay).

En todo caso chegamos a unha contradicién. Por tanto, se g > 4 entén dim7), = 1.

Se existise un k > 4 tal que Ay < A3, entén ¢ + 4A3)\, < ¢+ 4A2 < 0, o que contradiria
o Lema 4.17.

Enton verificase que A\, > A3 para todo k > 4. Ademais, polo Lema 4.17, ¢+ 4A3)\; > 0
para todo k > 4. Isto implica, en particular, que A3 # 0, xa que ¢ < 0.

Suponamos que existe un £ > 4 tal que ¢ + 4X3)\; > 0; sexa entéon A, a maior das
curvaturas principais verificando iso, con r € {4,...,g}. A ecuacién (4.26) aplicada a un
campo unitario local W, € I'(T),) indicanos que existe un s > 4, s # r tal que :\\;%i > 0.
Non se pode verificar que A3 > ), pois terfase que ¢ + 4\3)\, < ¢+ 422 < 0, en contra
do Lema 4.17. Pero tampouco se pode ter que A3 < Ag, pois enton A\, < A\, e ¢+ 43\ >
¢+ 4X3\, > 0, en contra da definicién de A,.

En consecuencia, se g > 4, entén ¢ + 43\, = 0, para todo k > 4. Se k, [ son naturais
maiores que 3 e menores ou iguais que g entén c+4A3\, = 0 = c+4A3)\;, co cal Ay, = A; (pois
A3 # 0). Como as g curvaturas son todas distintas, hase de ter g = 4, o cal proba (i). E,

polo xa visto, \; = —ﬁ. Ademais, \3 # %, pois, do contrario, c+4A3 s = 0 = c+4A3)\y,

co cal Ay e Ay coincidirfan. Asi, concluimos (iii). O

4.2.5. A estrutura de autovalores do operador de configuracién
No seguinte teorema sintetizamos os principais resultados conseguidos ata o de agora.

Teorema 4.20. Sexa M unha hipersuperficie real orientable e conexa de CH™ ou de CP™,
n > 2, con g > 2 curvaturas principais constantes Ay, ..., A\y. Sexa § un campo unitario
global sobre M. Enton:

s Se M C CP"™ enton J& non pode ter proxeccion non trivial sobre exactamente dous
espazos de curvatura.

n Se JE ten proxeccion non trivial sobre exactamente dous espazos de curvatura, enton
g € {3,4} e, para unha ordenacion azeitada das curvaturas principais e unha eleccion
adecuada do sentido do campo normal &, temos que:

o J¢ = biUy + bUs, sendo U; a prozeccion ortogonal de JE sobre Ty, 1 = 1,2,
normalizada a lonzitude un, e sendo by, by dous nimeros reais positivos tales que

5 AN —2X3) (A1 — A3)? 5 AN = 2X3) (N2 — A3)?

4.28 b= R -
( ) 1 C(>\1 — >\2) 2 C()\g — )\1)

e FExiste un campo vectorial unitario A € I'(T),) tal que

JU; = (=1)'b;A = b¢, (4,5 €{1,2},i#7), e JA=bU —bU,.
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e O subfibrado RA ® RU; ® RU; @ RE € complexo.

M=4 (3N = V=e—3X), de =4 (Bha+ Ve 3X) € 0< A < .
dim Ty, = 1.
Seg=4 entondimTy, =1,dimTy, =k—1, conk €{2,...,n—1}, \y =

0# A3 # %, o subfibrado T, € real e JT\, C Ty, © RA.

Se g =3, ou ben dim Ty, = 1 (ponamos enton k = 1), ou ben dim Ty, = k > 1,
conk €{2,...,n—1} e, neste caso, verificase que \y = 0, Ay = ;30, A3 = \2/\;_5,
o subfibrado T\, © RUy € real e J(T», © RUy) C Ty, © RA.

N
43’

Observacion 4.21. A escolla do natural k& feita no ultimo apartado do teorema anterior
(ainda que pareza artificial a primeira vista) vai ser 1til para, na demostracién do Teorema
Principal, abordar un estudo o mais uniforme posible das posibles subvariedades focais (ou
hipersuperficies equidistantes) de M. En concreto, para un certo valor de r, a aplicacién
®": M — CH™ dada por @ (p) = exp,(r¢,) terd rango constante igual a 2n —k (equivalen-
temente, o nucleo da sta diferencial tera dimensién k£ — 1), co cal ®" (M) serd localmente
unha subvariedade de codimension k. Consultese a seguinte seccién para mais detalles.

O seguinte corolario permitiranos prescindir, de aqui en diante, da hipdtese da orienta-
bilidade de M.

Corolario 4.22. Sexa M unha hipersuperficie real conexa de CH™, n > 2, verificando
que todo campo unitario normal definido localmente £ sexa tal que J& tena proxeccion non
trivial sobre exactamente dous espazos de curvatura. Enton M € orientable.

Demostracion. Podemos aplicar o Teorema 4.20 a cada aberto orientable conexo U de
M (por exemplo a cada aberto coordenado conexo). Denotemos por £&4 o campo unitario
normal definido en U e por N, i = 1,..., g, as curvaturas principais de . Para cada U,
suporemos que se escolleu un sentido de £ e unha ordenacién das curvaturas principais
M acorde co Teorema 4.20. Posto que M é conexa, \Y > 0 non depende do aberto U, xa
que T}, € o tnico espazo de curvatura que admite un campo A nas condiciéons do Teorema
4.20. E como o resto das curvaturas principais se obtenen a partir de A3, ningunha delas
depende do aberto U.

Suponamos que Az > 0. Sexan U e U’ dous abertos coordenados conexos tales que
UNU' # 0. Nesta interseccion €4 = 4 (do contrario A3 cambiarfa de signo af). Por tanto,
os campos & definen un campo unitario normal ¢ sobre todo M.

Suponiamos agora que A3 = 0. Enton, g = 3, A\ = —g e Ny = g Sexan U e U’
dous abertos coordenados conexos tales que U NU' # (). Nesta interseccién &4 = ¢4 (do
contrario \; < 0 cambiarfa de signo af). Por tanto, os campos £ definen un campo unitario
normal £ sobre todo M.

En todo caso, concliese que M é orientable. O



70 4 Hipersuperficies non Hopf con curvaturas principais constantes

4.2.6. Teoria de campos de Jacobi e rixidez das variedades focais

Nesta seccion demostraremos o Teorema Principal, valéndonos para iso dos resultados
conseguidos ata o de agora, asi como da teoria estandar de campos de vectores de Jacobi.

Sexa M unha hipersuperficie real conexa en M"(c) con g > 2 curvaturas principais
constantes e tal que todo campo unitario normal definido localmente sobre M verifique
que J¢ ten proxeccion non trivial sobre exactamente dous espazos de curvatura. Polo
Teorema 4.20, s6 hai que tratar o caso ¢ < 0, é dicir, o do espazo hiperbdlico complexo
CH™.

Polo Corolario 4.22, M C CH™ é orientable. Sexa, pois £ un campo unitario normal
a M tal que J¢ ten proxeccién non trivial sobre exactamente dous espazos de curvatura.
Usaremos as notaciéns da secciéon anterior xunto coa informacién recollida no Teorema
4.20.

O Teorema Principal seguirase dun estudo dos posibles conxuntos focais e hipersuperfi-
cies equidistantes de M, estudo que realizaremos mediante a teoria dos campos de vectores
de Jacobi.

Para r € R, consideremos a aplicacion diferenciable ®": M — CH" definida por
D" (p) = Yp(r) = exp,(ry), para p € M, onde exp, é a aplicacion exponencial de CH"
en p. Para v € T,CH", denotaremos por B, o campo de vectores paralelo 6 longo da
xeodésica 7, determinado pola condicién B, (0) = v, e, se v € T,M, denotaremos por ¢, o

campo de Jacobi 6 longo de 7, con condiciéns iniciais (,(0) = v e (}(0) = —S,v. O campo
(, cumpre a ecuacién de Jacobi e, enton, é a tinica solucién da ecuacién diferencial lineal
(4.29) AG + G+ 3¢ (G, JTp) S =0, G(0)=v,  ((0) = =Sy,

onde v, denota o campo vectorial tanxente a 7, e a prima ’ indica a derivada covariante
dun campo de vectores 6 longo dunha curva. Sexa « calquera curva diferenciable en M con
@(0) = v; entén ¢, é o campo de variacién da variacion V (£, s) = expyy (ta(s))- Definimos
a curva o’ = ®"oa, e un campo de vectores 7" 6 longo de a” mediante 1" (a(s)) = Ja(s) (7).
En xeral, usaremos a notacién n"(p) para denotar 4,(r); obsérvese que 1" (p) non é un vector
tanxente en p, senén en " (p) = 7,(r).

Por tanto, pola teoria xeral dos campos de vectores de Jacobi e denotando por V1" a
derivada covariante do campo 7" definido 6 longo da curva a”, ténense as seguintes relacions

Go(r) = v, G (r)= (V") (0).

En caso de que v sexa un autovector asociado a unha curvatura principal, podemos re-
solver a ecuacién diferencial (4.29) facilmente. Asi, se v € Ty, (p) temos a seguinte expresion
explicita

Cu(t) = fi(t) Bu(t) + (v, JE) gi(£) JYp(t),

onde

) = o (35) 22 (45,

gilt) = (cosh (t?) - 1) (1 +2cosh (t\/;—C) 2 \/)\i_csenh (WQ‘_C)) .
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Estamos interesados en calcular os puntos focais da hipersuperficie M, se é que os hai.
Estes son precisamente as singularidades de ®", que poden calcularse, usando campos de
vectores de Jacobi, a partir da ecuacion (,(r) = ®Lv.

De aqui en diante asumiremos as suposiciéns, notacions e conclusiéns do Teorema 4.20.

O que veremos é que, se k > 1, existe unha certa distancia r para a cal a aplicacién
®" ten rango constante 2n — k. Isto significard que a imaxe de ®" forma localmente unha
subvariedade de codimensién k. Despois botaremos man da ecuacién (! (r) = V" para
obter informacién sobre a segunda forma fundamental desta subvariedade. Se k = 1, para
toda distancia r a imaxe de ®" forma localmente unha hipersuperficie, pero atoparemos
unha certa distancia para a cal esta hipersuperficie serd unha hipersuperficie real minimal
do tipo W?2n—1,

Se)\g,:O,ento’ng:B,k::l,)\l:—\/2_7,)\2:@,191:bgzﬁ.OcampoZ:—JA
é tanxente & distribucion complexa maximal de M e o fibrado normal a M é totalmente

real (pois ten rango 1). Ademais, debido a que A\3 = 0, a que {Z,J¢} é unha base de
T\, ® Ty, e a que
V—c

2 )

séguese que a segunda forma fundamental de M vén dada pola extensiéon bilineal simétri-
ca de II(Z,Jn) = @n, para todo n € I'(vM). Polo Teorema 2.15 concluimos que M
¢ holomorficamente congruente a unha parte aberta da hipersuperficie minimal regrada
W2n—1‘

Centrémonos agora no caso A3 # 0. Posto que 0 < A3 <

=
nimero real r > 0 tal que A\3 = g tanh (TT*/TC> Entén, se g =4, \y = @ coth (—T\/gjc>

, podemos considerar o

Notese tamén que, se k£ > 1, entén g = 3 se, e s6 se, \3 = ;/—_\;g se, e sO se, r =
\/%7 In (2 + \/g)

Sexa p € M. Pofiamos u; = (U;), para i = 1,2. Para cada v € T, M denotaremos por v;
a proxeccién ortogonal de v sobre T),, para cada i € {1,...,g}. Sexa entén v = > 7 v; €

T,M. Empregando a ecuacién (,(r) = ®Lv e a expresion explicita para os campos de
vectores de Jacobi, deducimos que

Ol = Z Qv = ((fl (r) + bg1(r)) (v, ur) + bibaga(r) (va, u2)) By, (r)

+ ((fa(r) + b3ga(r)) (v2, u) + bibag (r) (v1,u1)) Buy(r)
+ sech (r\/z—_c) By, (7).

Dito doutro xeito:
Plvy = 0 para todo vy € Th,(p) ©R(Us), , se g =3 e k > 1,
®Tvy = sech (r 2_6) B,,(r)  para todo vs € T),(p),
d’vy = 0 para todo vy € T),(p) , se g = 4,
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((I)iulv (I)::u2) = (Bm (T>7 Bu2 (T>> D(T)v
onde
fi(t) +07g1(t)  bibaga(t)
bie) = ( (1) Falt) +gb§gz<t>) |

Posto que det(D(r)) = sech® (TT\/__C>, e sech (TT\/__C> = 0 para todo r, concluimos que, en
todo caso, 7 ten rango constante e igual a 2n — k. Isto quere dicir que, para todo punto
en M, existe unha veciianza aberta V tal que W = ®"(}) é unha subvariedade mergullada
de CH"™ de codimensién k e ®": V — W é unha submersién (difeomorfismo, se k = 1).

Sexa p € Veq= d"(p) € W. A expresién para a diferencial de " que se indicou
arriba mostra que o espazo tanxente 7,V de W en ¢ se obtén por transporte paralelo de
Ty, (p) ®Ruy ®Ruy 6 longo da xeodésica vy, desde p = 7,(0) ata ¢ = 7,(r). En consecuencia,
o espazo normal v, )V de W en ¢ acddase mediante o transporte paralelo, 6 longo de -,
desde p ata ¢, de R¢, & (T),(p) © Ruy) en caso de que g = 3, e de R¢, & T),(p) en caso
de que g = 4. Isto mostra que W ten fibrado normal totalmente real. En efecto, se g = 4,
dado que JELT), e T), é real, séguese que RE, @ T),(p) é real e, entén, tamén o ¢é o seu
transportado paralelo v,W, xa que CH™ é unha variedade de Kéhler (co cal a estrutura
complexa e o transporte paralelo conmutan). Se ¢ = 3 o razoamento é analogo, cambiando
T, por T, © RU:.

Por outra banda, n"(p) = Bg,(r) é un vector unitario normal a W en ¢. Pola teoria
xeral dos campos de vectores de Jacobi no marco da teoria de subvariedades, o operador
de configuracion S™ de VW cumpre que

@ == (Vo) == (Varon) == ((Var’) (0) " == ()",

para todo v € T, M con ®v # 0, e denotando por ()" a compofiente tanxente a W. Usemos
agora a expresion explicita para os campos de vectores de Jacobi. Posto que f}(r) = 0,
obtemos que

(4.30) Sy Bus (1) =0 para todo vz € Th,(p).

n

E para v = u; e v = uy temos que
(S;’"(P)Bul (T>’ S;”"(p)Bw (T)) = (Bm (T), B, (7”)) C<T>7

onde puxemos C(r) = —D'(r)D(r)~!. Despois dun longo proceso de operaciéns elementais,

obtemos que

J—c [ _ 2 _ 12
Polo feito na seccién anterior, podemos considerar JA, = byu; — biug e JE, = biuq + bous,
vectores que constitien unha base ortonormal de Ru; @Ruy C T, M. Posto que o transporte
paralelo é lineal, tense que

ul (T) - blBuz (T>7
ur (1) + b2 Buy (7).
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Todo isto implica que:

N
2

r T r vV —C
J77 (p)7 nr(p)J/r/ (p) = 2 BJAp(T)7

(4.31) oy Baay (r) = —

e Sy, antlase no complemento ortogonal de RJn"(p) ©@ RBya,(r) en TW.
Diferenciemos agora o caso g = 3,k =1 dos casos g =3,k >1e g=4.
» Caso g=3k=1.

Posto que ": V — W neste caso é un difeomorfismo, WV é unha hipersuperficie, logo

ten fibrado normal de rango 1. Designando z = —Bj4,(r) temos que:
r V€ 2 r V€ r
Spdn = 5l Spz = 5 Spv =0,

para todo n € vy, W, v € T,V & (RJn @ Rz).

» Casos g=3,k>1eg=4.

Xa que J(y,WW o Rn"(p)) esta contido no transportado paralelo de T),(p) 6 longo de
7, desde p ata ¢ (pois v,WW & Rn"(p), como xa vimos, é o transportado paralelo de
T3, (p) © Rug, se g = 3, e de T)\,(p), se g = 4), (4.30), (4.31) e a linealidade de S,
mostran que

=
2

(4.32) ()T = (n"(p), 1) Bya,(r) para todo 7 € v,WV.

En particular, 57, Ji) = 0 para todop € Ve € yWES R#7"(p). Pola ecuacion de
Gaufl e mais por VJ = 0 temos que para todo X € T,V

(Stn"(p), X) = (II(X, Jn"(p)), 7)) = (VxJn"(p),71) = (0" (p), VxJ7])
W(p) (X, J77 = (S J, X)
de onde se quita que SZJn"(p) = Sy (pJ71 € por tanto,
(4.33) SiJn"(p) =0 para todo 7 € v,V © R (p).

Agora consideremos unha curva calquera « en (®")7'({g}) NV con a(0) = p. Dado

que os vectores n"(p) e " (a(s)) — (n"(a(s)),n"(p)) n"(p) son perpendiculares, (4.33),
a linealidade de n +— S} e (4.32) implican

V=c
2

0 = Sir(as)—tn (a1 (2) = Syriaqsy J1" (P)+=—5— (0" (a(s)), 0" (p)) Bya, (r).

Por outra banda, (4.32) con «(s) en lugar de p dinos que

J=c
2

Sir(aten I (0) = === (0" (a()), 0" (p)) Bra,, (r).
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As dtas ultimas igualdades indicannos que a aplicacién p +— Bja,(r) ¢ constante na
compofiente conexa Vy de (®") 7! ({g})NV que contén a p. Sexa z = —By4,(r) € T,WV,
para todo p, ese valor constante. Obsérvese que z é un vector unitario, pois obtense
por transporte paralelo do vector unitario —JA,,.

Podemos considerar a aplicacién diferenciable n” de V, na esfera unidade de v, W,
definida por p + 71"(p). Calculemos a sta diferencial 7},. Os vectores tanxentes a
Vy en p son precisamente os de ker @,, e estes, como xa vimos, son os vectores de
Ty, (p) © Rugy, se g = 3, ou de Ty, (p), se g = 4.

Para cada v € Ty, (p) ©Ruy, se g = 3 e k > 1, (respectivamente, v € Ty, (p), se g = 4)

consideremos unha curva a nas condicions descritas mais arriba xunto coa condicién

&(0) = v. A curva o = ®" o é unha curva constante: redicese 6 punto ¢. E a curva

n"(a(s)) é unha curva na esfera unidade de v, V. O seu vector tanxente no punto

1" (p), pensando a curva 1" (a(s)) como un campo de vectores sobre a curva constante
, 6

a’(s)
T d T 7 T
U= o] el = (Ta) 0)
) = —\/%Bv(r) se g=3,k>1,

— csch (TT‘/TC) By(r) seg=4,

onde se tivo en conta, de novo, a teoria xeral dos campos de vectores de Jacobi no
marco da teoria de subvariedades.

O anterior implica que n" é un difeomorfismo local entre 1, e a esfera unidade de
vW. Ast, n"(Vp) é un subconxunto aberto da esfera unidade en v, W. Posto que S;
é unha aplicacién lineal en 7 € v, W, S; queda completamente determinada pola sta
actuaciéon nunha parte aberta da esfera unidade de v, V. Polo tanto, dado que (4.30)
e (4.31) son vélidas para todo p € Vp, deducimos que

V= r,_ V¢ ,
2 ||77||2 2 SnZ = Tjn> Snv = 07

para todo n € y,W, v € W& (RJn & Rz).

Sydn =

En calquera caso, séguese que a segunda forma fundamental II] de W en ¢ vén dada
pola extensién bilineal simétrica trivial de II](z, Jn) = gn para todo n € v, WW. Podemos
considerar o campo de vectores unitario Z sobre W tal que, en cada ¢ € W, Z, é o
vector z que se determinou arriba; estd ben definido, no primeiro caso porque @[y, é un
difeomorfismo, e no segundo caso porque se viu que a aplicacion p — Bja,(r) é constante
na compoiiente conexa Vo de (®")7'({¢}) NV que contén a p. Posto que Z, = Zpry) =
—Bja,(r), comprébase que Z é un campo de vectores diferenciable.

Polo xa visto, verificase que a segunda forma fundamental II™ de WV vén dada pola exten-
sién bilineal simétrica trivial de II"(Z, Jn) = \/2_777 paratodon € I'(vW). Ademais, Z é tan-
xente 4 distribucién complexa maximal de W, pois JZ = —JBja(r) = —Bj24(r) = Ba(r),
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que é outro campo tanxente a W (xa que A € I'(T),)). Recordando que xa probamos que a
subvariedade (2n — k)-dimensional W ten fibrado normal real, o Teorema 2.15 permitenos
afirmar que W é unha subvariedade de CH™ holomorficamente congruente a unha parte
aberta da subvariedade minimal regrada 2"+,

Entén &7 (M) é holomorficamente congruente a unha unién de subconxuntos W que son
partes abertas de dérbitas de accidns isométricas sobre CH™. Pola conexidade de ®"(M)
e a analiticidade das orbitas de acciéns isométricas sobre CH", podemos concluir que
®"(M) é holomorficamente congruente a unha parte aberta dunha soa érbita dunha accién
isométrica, neste caso, dunha subvariedade minimal regrada W?2"=*.

Asi, o que vimos é que M se atopa, se k > 1, nun tubo de radio r 6 redor dunha
subvariedade minimal regrada holomorficamente congruente a W?2"* e, se k = 1, nunha
hipersuperficie equidistante a unha hipersuperficie minimal regrada holomorficamente con-
gruente a W21 E isto equivale a que M sexa holomorficamente congruente a unha parte
aberta do tubo de radio r 6 redor de W?2"=* (se k > 1) ou dunha hipersuperficie equidistante
aWl(sek=1).

Isto concltie a demostracion do Teorema Principal.
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