Teoria de Morse discreta

El objetivo de este curso es dar una visién general de la teoria de Morse discreta, introducida

por R. Forman en 1998. Para ello, se introducirdn las nociones y resultados fundamentales,
haciendo hincapié en las relaciones existentes entre las singularidades (elementos criticos) de
una funcién de Morse discreta y la topologia de los objetos (triangulaciones de variedades o,
mas generalmente, complejos simpliciales) sobre los que esta definida.
Al igual que ocurre en la teorfa de Morse clasica, es de especial interés determinar las fun-
ciones con el menor niimero posible de elementos criticos, problema que estd intimamente
ligado a la homologia y homotopia de la triangulacién considerada. Por otra parte, teniendo
en cuenta la naturaleza combinatoria de la teoria de Morse discreta, ésta puede ser interpre-
tada desde el punto de vista de la teoria de grafos en términos de emparejamientos en los
llamados diagramas de Hasse del complejo considerado. Finalmente, se indicaran algunos
resultados dentro de las lineas de investigaciéon en las que ha trabajado y/o esta trabajando
nuestro grupo.
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Minicurso: Teoria de Morse discreta

Introduccién

Teoria de Morse clasica
— M. Morse, The Calculus of Variations in the Large, Colloquium Publications 18, Amer. Math.
Soc., Providence R. 1., 1934.
- J. Milnor Morse Theory, Annals of Mathematics Studies 51, University Press, New Jersey, 1963.

- L.I. Nicolaescu, An invitation to Morse Theory, Universitext, New York, 2007.
Teoria de Morse discreta

- R. Forman, Morse Theory for cell complexes, Adv. Math. 134 (1) (1998), 90-145.

- R. Forman, A user’s guide to discrete Morse theory, Séminaire Lotharingien de Combinatoire 48
(2002), Article B48c.

- K.P. Knudson, Morse Theory: Smooth and Discrete, World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd.,
Hackensack, New Jersey, 2015.

(Qué es la teoria de Morse discreta (TMD)?
Una teoria/herramienta combinatoria que estudia propiedades de objetos discretos (complejos sim-
pliciales).

¢Cudles son sus principales resultados?
Relacionar la topologia de objetos discretos con propiedades de funciones discretas definidas sobre
ellos.

¢Cudles son sus ventajas respecto a la teoria clasica?
- Por su naturaleza discreta, resulta méas natural para ser implementada. Ademads, ello permite
estudiarla desde distintos puntos de vista: teoria de grafos, posets, enfoque algebraico,...

- A diferencia del enfoque clasico, la TMD se aplica sobre objetos mas generales que las var-
iedades.

- Las pruebas de versiones discretas de muchos resultados cldsicos son mds directas y menos
técnicas.

¢Cudles son sus aplicaciones?

— Visualizacién (Trabajos de Thomas Lewiner y Neza Mramor-Kosta).

- Topologia Computacional (Trabajos de Pedro Real).

- Compresion de imagenes digitales (Trabajos de Rocio Gonzélez-Diaz).
— Analisis topolégico de datos (Trabajos de Ulrich Bauer).

- Tipo de homotopia de complejos asociados a grafos (Trabajos de Jakob Jonnson, Dimitry Ko-
zlov y John Shareshian).

- Algebra conmutativa (Trabajos de Wolkmar Welker y Michael Jollenbeck).

- Sistemas dindmicos (Trabajos de Marian Mrozek).
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VIII Encuentro de Jévenes Topo6logos

2 Nociones y resultados basicos en Teoria de Morse discreta
Definicién 1 Un es la envolvente convexa de n + 1 puntos de R™ en posicién general.
Definicién 2 Un K es una familia (finita) de simplices verificando:

1. Site Kyo < T,entonceso € K.

2. Dados 7, 7' € K tales que TN 7' # ), entonces T N7’ € K.

Definicién 3 Una definida sobre un complejo simplicial K es una funcion f :
K — R tal que, para todo p-simplice o € K verifica:

1. card{r®?™V) > g /f(1) < f(o)} < 1.
2. card{v®?V) < o/f(v) > f(o)} < 1.

Definicién 4 Se dice que un p-simplice o € K es si:
1. card{r®*V) > o /f(7) < f(o)} =0.
2. card{v®?=Y <o /f(v) > f(o)} =0.

Si o es un simplice critico, se dice que f (o) es un

Figura 1: Funcién de Morse discreta definida sobre un 2-complejo simplicial.
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Minicurso: Teoria de Morse discreta

Definicién 5 Un V en un complejo K es un conjunto de pares {a?), (P11} de

simplices de K tales que:
o |dim(a) — dim(B)| = 1.
o P < plptl),

e Todo simplice de K estd, a lo mds, en un tinico par.

Definicién 6 Dado un campo vectorial discreto V en K, un

(») f(p+1) agp) 5§p+1) )

@ P
tales que para todo i > 0 se verifica:
o (@ gty ev.
o Bi(wl) > 0%('?1 4 %('p)-

Se dird que un V-camino es si aép) = ozi’jr)l.

es una sucesion de simplices

..,Bﬁp"’l),aggl

Definicién 7 Dada una funcién de Morse discreta definida en K, se dice que un par de simplices (a®) < pP+1))
estd en el si f(a) = f(B)-

Figura 2: Campo vectorial gradiente inducido por una funcion de Morse discreta.
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VIII Encuentro de J6évenes Topélogos 5

Figura 3: Un V-camino con p = 0.

Definicién 10

o Sea K un complejo simplicial. Se dice que o € K es una cara libre de K si o es cara de un tinico simplice
de T de K.

o A la eliminacion del par (o, 7) en K se la denomina colapso elemental .

\

Figura 4: Colapso elemental.

15,16 y 17 de octubre de 2019, Santiago de Compostela



6 Minicurso: Teoria de Morse discreta

Definicién 11
o Un complejo se llama colapsable si puede reducirse a un vértice tras un niimero finito de colapsos
elementales.

o Al proceso inverso a un colapso elemental se le llama expansion elemental .

o Una sucesion finita de colapsos (resp. expansiones) elementales se denomina colapso (resp. expansion)
generalizado .

o Si un complejo puede obtenerse a partir de otro mediante colapsos y expansiones se dird que ambos son del
mismo tipo de homotopia simple .

Definicién 12 Sea f una funcion de Morse discreta definida sobre un complejo K, dado ¢ € R se define el
subcomplejo de nivel K(c) como:
K= Us.

fle)<eBza
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VIII Encuentro de Jévenes Topo6logos 7

Definicién 18 La caracteristica de Morse-Smale de un complejo K se define como
n
YK) = min{)_my(g) : g € DMF(K)}
p=0

donde DM F(K) es el conjunto de las funciones de Morse discretas definidas sobre K.
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Definicién 19 Se dird que una funcién de Morse discreta f : K — Res optima si el niimero de simplices
criticos de f es minimo, es decir,

> my(f) =y (K).
p=0

Definicién 20 Se dird que una funcion de Morse discreta f : K — Res [-perfecta si m;(f) = b;(K;F)
paratodoi =0,...,dim(K)

Figura 5: Campo vectorial gradiente inducido por una funcién de Morse discreta Z-perfecta en el toro.
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Figura 6: Campo vectorial gradiente inducido por una funcién de Morse discreta éptima no Z-perfecta en el sombrero bobo.

Definicién 25 Un proceso de cancelacion reduce el niimero de pares de simplices criticos de una funcion de
Morse discreta y consiste en:

o Seleccionar un par de simplices criticos conectados por un tinico V-camino.
o Invertir las flechas del V-camino considerado.

o Mantener el resto del campo gradiente tal como estaba definido.
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10 Minicurso: Teoria de Morse discreta

- Generalizacién y comparacién con Teoria de Morse cldsica

- Una generalizacién de la Teoria de Morse discreta

Definicion 26

o Dado un campo vectorial discreto V' sobre un complejo simplicial K (V no es necesariamente un campo
gradiente), se dird que un simplice es critico respecto a V' si no pertenece a ningtin par de V.

o Sellama conjunto de cadenas recurrentes de V' al conjunto de simplices de K que o bien son criticos, o
bien estdn contenidos en un V-camino cerrado.

o Dados dos simplices de K, se dird que estdn en el mismo conjunto bisico de V' si existe un V-camino
cerrado que los contiene a ambos. Un simplice critico es un conjunto bdsico unitario.

er

Definicién 27 Se definen los niimeros de Morse de V' como:

mi(V) = > dimH;(A, A — A),
A€BasicSets(V)

donde A denota al subcomplejo generado por A.

Definicién 29 Sea K un complejo simplicial sobre el que estd definido el campo V. Una funcién de Lyapunov
discreta para'V en K es cualquier funcion que asigna valores reales a los simplices de K de modo decreciente en
los V-caminos no cerrados y constante en los cerrados.
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VIII Encuentro de Jévenes Topo6logos 11

- Teoria de Morse discreta vs Teoria de Morse clasica

La Teoria de Morse discreta es tan fina como la Teoria de Morse cldsica en la descripcién de la
topologia de una variedad.

- Teoria de Morse discreta via Teoria de Emparejamientos

Definicién 33 El diagrama de Hasse de un complejo simplicial K es el grafo correspondiente al face poset del
complejo dado, denotado por H(K).
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12 Minicurso: Teoria de Morse discreta

Figura 7: 2-complejo simplicial y el diagrama de Hasse asociado.

Definicion 34 Sea K un complejo simplicial y sea x un vértice del diagrama de H(K). Se dice que x es un
vértice si existe un tinico vértice y > x en H(K).

Proposicion 35 Dado un complejo K, sean o € K y x, su correspondiente vértice en el diagrama de Hasse de
K. Se verifica que o es una cara libre de K si y solo si z, es un up beat point de H(K).

Definicion 36 Sea K un complejo simplicial y sea x un up beat point de H(K). La de x en H(K)
consiste en borrar x y todas las aristas de H(K) incidentes en en él, asi como el tinico vértice y > x incidente con
x y todas las aristas incidentes en él.

Proposicion 37 Dado un complejo K y o una cara libre de K, se tiene que el colapso elemental por o es equiva-
lente a la eliminacion del vértice x, en H(K). En consecuencia, un colapso generalizado en K equivale a la una
eliminacion sucesiva de up beat points en H(K), H(K — z,) . ..
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Definicion 38
e Dado un grafo G, un en G es un conjunto de aristas disjuntas dos a dos en G.
o Un emparejamiento se llama si contiene el mayor niimero posible de aristas.
o Un emparejamiento M se llama si 3 un tinico vértice que no es cara de una arista de M.
o Un emparejamiento M se llama si todo vértice de G es cara de una arista de M.

Definicion 39 Sea M un emparejamiento en un grafo G.

o Un es un camino en G tal que sus aristas estin alternativamente dentro y fuera de
M.
o Un es un camino alternado que empieza y termina en vértices que no estdin en
aristas de M.
Definicion 40
o Un es un i-camino alternado en el diagrama de Hasse de un complejo

cuyos vértices corresponden alternativamente a i-simplices o (i — 1)-simplices.
o Un es un i-camino alternado de Morse que ademds es de aumento.

o Un es un emparejamiento en el diagrama de Hasse de un complejo que no
contiene caminos alternados de Morse cerrados.

Definicion 41 Con el objeto de incrementar el niimero de aristas de un emparejamiento M se define un
, que consiste en:

e Seleccionar un camino de aumento.
e Consideramos las aristas de dicho camino que no estin en M.

e No consideramos las aristas de dicho camino que estin en M.

Teorema 42 [P. Hersh] Toda funcién de Morse discreta f definida en un complejo simplicial K induce un em-
parejamiento de Morse en H(K) y el reciproco también es cierto. Los simplices criticos de f se corresponden con
los vértices no emparejados en H(K).
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14 Minicurso: Teoria de Morse discreta

S

Figura 8: Funcién de Morse discreta sobre un 2-complejo simplicial y el correspondiente emparejamiento de Morse en el
diagrama de Hasse asociado.

Proposicion 43 Sea f una funcién de Morse discreta definida en un complejo K cuyo campo gradiente inducido
es V. Se tiene que todo V-camino en K induce un camino alternado de Morse en H(K) y el reciproco también es
cierto.

v\. W\\ [>

Figura 9: V -camino y el correspondiente camino alternado de Morse en el diagrama de Hasse asociado al 2-complejo.
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Figura 10: V-camino uniendo dos simplices criticos y el correspondiente camino de aumento de Morse en el diagrama de
Hasse asociado al 2-complejo.
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16 Minicurso: Teoria de Morse discreta

Figura 11: Funcion de Morse discreta optima y el correspondiente emparejamiento de Morse maximo en el diagrama de
Hasse asociado al 2-complejo.

Definicion 47 Un proceso de cancelacion consiste en reducir el niimero de pares de simplices criticos de una
funcién de Morse discreta siguiendo los pasos:

o Seleccionar un par de simplices criticos conectados por un tinico V-camino.
o Invertir las flechas del V-camino considerado.

o Mantener el resto del campo gradiente tal como estaba definido.
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DICCIONARIO
Teoria de Morse discreta | Teoria de emparejamientos
Funcién de Morse discreta Emparejamiento de Morse
Funcién de Morse Emparejamiento de Morse
discreta éptima maximo x
Camino decreciente Camino alternado de Morse
Camino decreciente Camino de aumento de Morse
entre 2 elementos criticos
Cancelacion = Transferencia
Complejo colapsable * 3 emparejamiento casi perfecto x
3 simplices criticos 3 emparejamiento perfecto

* = no se verifica en complejos infinitos.

- Teoria de Morse discreta en grafos

Definicion 50 Se dice que dos funciones de Morse discretas definidas sobre un complejo son equivalentes si
ambas inducen el mismo campo gradiente.

Definicion 53 Una funcién de Morse discreta se llama excelente si todos sus valores criticos son distintos.

15,16 y 17 de octubre de 2019, Santiago de Compostela



18 Minicurso: Teoria de Morse discreta

Lema 54 Dada un funcién de Morse discreta f, existe otra funcién de Morse discreta excelente f equivalente a

f.

Definicién 55
o Dos funciones de Morse discretas definidas sobre un grafo G con valores criticos respectivos ag, . . . , Gm—1
Y Cos ..., Cm—1 sellamardn homologicamente equivalentes silos subcomplejos de nivel G(a;) y G(c;)
tienen los mismos niimeros de Betti, Vi.
o Sea f funcién de Morse discreta excelente definida en un grafo conexo G con valores criticos ag, . . . , Gm—1.
Se definen las sucesiones homoldgicas como las dos aplicaciones By, By : {0,1,...,m — 1} — N
dadas por:

By(i) = bo(G(a;)) Bi(i) = b1(G(ai))

Definicion 57 Sea f funcion de Morse discreta excelente definida en un grafo conexo G con valores criticos
agy .-y Qm—1-

o Se dird que un vértice critico v es un vértice esencial si f(v) = ao.
o Se dird que una arista critica e; es una arista esencial si By(i) — Bi(i —1) = 1.

o Siun simplice critico no es esencial se dird que es un simplice cancelable .
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- Contando funciones de Morse discretas excelentes en grafos

- Teoria de Morse discreta en complejos no compactos

- Desigualdades de Morse generalizadas

Definicion 61
o Una sucesion infinita de simplices de M

agi_l),ﬂéi),agi—l)’ﬂgi)’ o ﬁ“,aﬁf)’ e

es un i-rayo siverifica que los (i — 1)-simplices osz__ll ) y o™ son caras distintas del i-simplice ﬁ,(fll

paratodon € N.

o Dos i-rayos contenidos en el mismo complejo se dirdn cofinales si coinciden a partir de un (i —1)-simplice
comiin.

o Dada una funcion de Morse discreta f en K, se dird que un i-rayo es decreciente si

£ > £(B) > - > F(BD) > FalTD) > -
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N
o

- Elementos criticos de funciones de Morse propias

Definicion 63 Dada una funcion de Morse discreta definida definida sobre un complejo K, un i-elemento
critico de f es un i-stmplice critico o un (i + 1)-rayo decreciente.

Definicion 64 Se dird que una funcién de Morse discreta f definida sobre un complejo no compacto K es propin
si y solo si f~*[a, b] es un conjunto finito de simplices Va,b € R, a < b.

- Caracterizacién de campos gradientes en complejos infinitos

Definicion 67 Dados dos rayos 1 y ro de dimensiones respectivas di < dy en un complejo no compacto K, se
dird que ry es incidente ary si todo simplice de 1 salvo una cantidad finita estd en el borde de 1.

15,16 y 17 de octubre de 2019, Santiago de Compostela
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Definicion 68 Dado un campo vectorial discreto V' definido en un complejo no compacto localmente finito, se dird
que V contiene una configuracion prohibida siexiste un di-rayo creciente incidente a un dy-rayo decreciente
con dy < ds.

- Funciones de Morse discretas 6ptimas/perfectas

Definicion 70 Se dird que una funcion de Morse discreta f : K — Res optima si el niimero de simplices
criticos de f es minimo.

Definicion 71 Se dird que una funcién de Morse discreta f : K — Res F-perfecta si mi(f) = b;(K;F)
paratodoi =0,...,dim(K)

Corolario 73 Todo complejo que colapse a un grafo admite funciones de Morse discretas Z-perfectas (triangula-
ciones de superficies con borde).
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22 Minicurso: Teoria de Morse discreta

Corolario 75 Sea K un 2-complejo aciclico y no colapsable, entonces K no admite funciones de Morse discretas
Z-perfectas.

Definicion 76 Se define el niimero de colapso de un 2-complejo K, denotado por co(K'), como el minimo
niimero de 2-simplices Ty, . .., T.o(i) que hay que eliminar en K para que K — {71,...,T.o(k)} colapse a un

grafo.

Corolario 78 Sea K una triangulacion de una superficie compacta sin borde. Se tiene que K admite funciones
de Morse discretas Z-perfectas siy solo si K es orientable.

Construir funciones de Morse discretas 6ptimas/perfectas

Dado un 2-complejo K, dar un procedimiento algoritmico que construya una funcion de Morse discreta 6ptima
sobre K.

15,16 y 17 de octubre de 2019, Santiago de Compostela



VIII Encuentro de Jévenes Topo6logos 23

Solucion: Algoritmo lineal que da una funcion de Morse discreta definida sobre un 2-complejo, pero que garantiza
la optimalidad solo para superficies (con y sin borde) [T. Lewiner, H. Lopes, G. Tavares].

Definicion 81 Dada una 3-variedad triangulada cerrada y orientable M, se dird que un 2-subcomplejo S es un
spine de M si M — A colapsa a S, siendo A un tetraedro de M.

Definicion 83 Dadas dos 3-variedades cerradas trianguladas K y L, la suma conexa de ambas, denotada por
KHL, se construye del siguiente modo:

e Elegimos dos 3-simplices o y T en K y L, respectivamente.

o Identificamos en (K — o) U (L — 1) los simplices de los bordes de o y T mediante una aplicacién de
pegamiento simplicial.

Definicion 84 Una 3-variedad triangulada conexa M se llama prima si M = K4L implica K = S3 0 L = S3.
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Teorema 87 [N. Mramor-Kosta, M. Pamuk, H. Varli] Sea M una suma conexa de 3-variedades trianguladas
conexas, cerradas y orientables My y M. Si M admite una funcion de Morse Z-perfecta, entonces existen

subdivisiones (posiblemente locales) M; de M; que admiten funciones de Morse discretas Z-perfectas, i = 1, 2.
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