h-regularizacion de espacios topologicos finitos

Julidan Cuevas-Rozo, Laureano Lamban, Ana Romero, Humberto Sarria

Un espacio topoldgico finito (o simplemente, espacio finito) es un par
(X,T) donde X es un conjunto finito y 7" es una topologia definida sobre
X. Es bien conocida la correspondencia biunivoca entre los conjuntos finitos
preordenados y los espacios finitos [1], dada por la relacién z < y <= = € Uy,
donde U, es el abierto minimal que contiene al elemento y en el espacio que
estemos considerando. Asi mismo, los espacios finitos que satisfacen el axioma
de separacién T (espacios finitos Tp) estdn en correspondencia biyectiva con
los conjuntos finitos parcialmente ordenados (posets, de partially ordered
sets).

Desde el punto de vista de la homotopia, el estudio de los espacios finitos
puede desarrollarse en el contexto de los espacios Ty. Stong [8] demuestra
que para cada espacio finito X existe un espacio finito Ty homotépicamente
equivalente a X. Ademds, en ese mismo articulo establece la nocién de
core de X, definido como el menor espacio (respecto a la inclusién) con el
mismo tipo de homotopia que X, el cual puede ser obtenido a través de la
eliminacién sucesiva de elementos conocidos en la literatura como beat points
(Stong los denomina linear and colinear points). Si un espacio finito Tp no
tiene beat points se dice que es un espacio minimal, por lo que un core de X
es un retracto por deformacion fuerte que es también un espacio minimal. El
concepto de core caracteriza el tipo de homotopia en la teoria de los espacios
topoldgicos finitos: el core de un espacio finito es unico salvo homeomorfismo
y mas atin, dos espacios finitos son homotdpicamente equivalentes si y solo si
sus cores son homeomorfos.

Por otra parte, McCord [6] demuestra la existencia de una equivalencia
de homotopia débil entre un espacio finito X y la realizacién geométrica
IIC(X)| de su complejo simplicial asociado K(X), cuyos simplices son las
cadenas no vacias de X. De manera reciproca, dado un complejo simplicial
finito K, existe una equivalencia de homotopa débil entre |K| y su poset
asociado X (K), formado por los simplices de K ordenados por inclusién.

La nocién de CW-complejo regular (o simplemente, complejo regular)
es generalizada a través del concepto de complejo h-regular [2], que se



refiere a aquellos CW-complejos donde toda celda cerrada es un subcomplejo
contraible. Decimos que un espacio finito X es un modelo de un CW-complejo
Y, si |[K(X)| es homotépicamente equivalente a Y. En [2], Teorema 4.7], se
demuestra que si K es un complejo h-regular finito entonces X' (K) es un
modelo de K, donde X' (K) es el poset formado por las celdas de K ordenadas
por la relacin e < ¢ < ¢ C e (de hecho, se define de manera recursiva
una equivalencia de homotopa débil |K| — X (K), generalizando de esta
forma el resultado de McCord para complejos simpliciales finitos).

Teniendo en cuenta la definicién de complejo h-regular, en [7] se propone
una nocién analoga a nivel de posets y, por tanto, de espacios topolégicos.
Un espacio finito X se dice h-regular si para cada elemento x € X, el abierto
U, := U, — {2} es un modelo de la esfera S"~ 1, siendo n la altura de = en
X (visto como poset); el poset asociado a un complejo h-regular finito (en
particular, a un complejo regular) es un espacio h-regular.

Respecto del célculo de invariantes topoldgicos, los resultados de McCord
garantizan una equivalencia de homotopia débil entre X y K(X), lo que en
particular permite, al menos en teoria, el computo de invariantes topolégicos
de X (por ejemplo sus grupos de homotopia y de homologia) a través del
célculo de dichos invariantes sobre el complejo simplicial (X), haciendo uso
de herramientas como las desarrolladas en el sistema de calculo simbdlico
Kenzo [5]. Sin embargo, el tamafio de (X)) crece rapidamente al incrementar
el tamano de X, lo que lo hace poco adecuado desde el punto de vista
computacional; por lo tanto, es razonable desarrollar métodos algoritmicos
que puedan ser aplicados directamente sobre espacios topoldgicos finitos.

En [7] se presentan algunos resultados que permiten hacer célculos ho-
moldgicos para algunas clases particulares de espacios finitos. Recientemente
Cianci y Ottina [3] han generalizado los resultados de [7], definiendo de
manera apropiada una sucesién espectral que converge a la homologia de un
espacio finito (méas ain, se introduce la nocién de espacio cuasicelular que
generaliza la de espacio h-regular y la de espacio celular [7]). Por medio del
complejo de cadenas descrito en [3, Corolario 2.15], en un trabajo previo se
han implementado algoritmos efectivos en Kenzo para calcular los grupos de
homologia de espacios h-regulares y se ha hecho uso de campos de vectores
discretos para reducir el tamao del complejo de cadenas involucrado [4]. Asi
las cosas, con el propdsito de utilizar los algoritmos presentados en [4], apli-
cables a espacios h-regulares, dado un espacio finito X tenemos dos opciones:
aplicar directamente los algoritmos mencionados, solo en caso de que X sea
h-regular, o aplicarlos sobre su subdivisidn baricéntrica X' := X (K(X)) (el
cual es siempre un espacio h-regular por ser el poset asociado a un com-
plejo simplicial finito); sin embargo, cuando X no cumple la propiedad de



h-regularidad, el clculo de X’ conlleva un alto coste computacional, lo que
motiva a buscar alternativas de modificacién del espacio X o de construccién
de otros espacios para poder usar los algoritmos.

En esta charla explicaremos un método para construir, a partir de un
espacio minimal X, otro espacio X} con el mismo tipo de homotopia débil

,(12), formado por los elementos

de altura menor o igual que 2, es un espacio h-regular y, ademas, X; — X ,52) =
X — X@ esto es, se mantienen sin modificaciones los elementos de alturas
superiores a 2; la construccién de X, se realiza a través de 3-deformaciones
aplicadas a X. En particular, si X es un espacio finito de altura menor o
igual que 2, podemos encontrar un espacio h-regular X} con el mismo tipo
de homotopa débil que X, permitiendo aplicar los algoritmos de célculo de
homologia descritos en [4] al espacio X}, el cual tiene un menor nmero de
elementos que la subdivisién baricéntrica X’. La construccién de X}, ya ha
sido implementada en el sistema Kenzo.

que X con la propiedad de que el subespacio X
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