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Desigualdade isoperimétrica en R?

Conta Virxilio na Eneida que tras unha guerra civil na cidade fenicia de Tiro
(actual Libano), o rei Pigmalién venceu dando morte 6 sumo sacerdote Acerbas,
apoderandose asi das suas riquezas. Foi entén cando Dido, a irmé de Pigmalion
e esposa de Acerbas, fuxiu cos seus partidarios e encabezou unha expedicién que
cruzou o Mediterrdneo ata chegar ds costas da actual Tinez. Alf, fundaria a cidade
que seria conecida como Cartago, a capital do gran imperio cartaxinés. Dido ne-
gociou co xefe da tribu local a adquisiciéon de terras para fundar tal cidade. Este,
receloso & chegada de forasteiros, concedeulles 6s nosos protagonistas a porcién de
terreo que puidesen abarcar cunha pel de touro. Dido, facendo uso dun gran inxenio,
cortou a pel en forma de tiras e formou unha cinta de gran lonxitude de tal xeito
que conseguiu delimitar unha extensa porcién de terra. {Que curva debuxou Dido
coa cinta da que disponia para abarcar un recinto de area maxima, considerando
que se atopaba xunto 6 Mediterraneo? Os gregos conecian o feito de que no plano
a curva que pecha maior drea de entre todas as que tenen unha lonxitude fixa é a
circunferencia. Isto pddese reformular do seguinte xeito:

Teorema 1 (Desigualdade isoperimétrica). Sexa I' unha curva de Jordan rectificable
que ten lonzitude | e pecha unha rexidn de drea A. Enton satisfaise a seguinte
desigualdade

At A < 2.

Unha proba moi breve foi dada polo matemaético alemdn Hurwitz en 1902. Pri-
meiro, precisaremos unha desigualdade moi utilizada no cédlculo de variaciéns co-
fiecida como desigualdade de Wirtinger que acota a norma L? dunha funcién pola
norma L? da sia derivada. A stia proba é moi sinxela e baséase en expresar a funcién
e a sia derivada en series de Fourier e utilizar a desigualdade de Bessel.

Proposicién 1 (Desigualdade de Wirtinger). Seza f unha funcion real de variable
. . . . - 2

real derivable a trozos con derivada continua de periodo 2w. Sexa f = % y " f(0)do,

o valor medio de f. Enton tense a sequinte desigualdade:

2m _ 27
/ (f(0) — f)?do < / (f'(6))2d6.
0 0

ParLaBrAS CLAVE: xeometria de superficies; tensién superficial; desigualdade isoperimétrica.
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A igualdade tense se e s6 se f(0) = f +acos(f) +bsenf con a,b € R.

Lembremos que o Teorema de Green permitenos calcular a drea da superficie
pechada por unha curva de Jordan no plano. Se p e ¢ son funciéns diferenciables no
plano e I' é unha curva de Jordan de clase 1 acotando unha rexién 2 C R?, entén

]gp(x, y)dz +q(z,y)dy = //Q @z (2, y) — py(x, y)dzdy.

Agora, se tomamos p(z,y) =0 e q(z,y) = z, tense que

$ oty = [[ dudy = @),

Demostracion do Teorema 1. Suponamos que a curva fronteira ten lonxitude [ e
que esta parametrizada polo parametro lonxitude de arco. Entén hai dias funciéns
z(s),y(s) que satisfan (%£)? + (%)2 = 1. Definimos a partir destas funciéns dias
novas: f e g, de xeito que tenan periodo 27 e asi poidamos empregar a desigualdade

de Wirtinger.
s =(5). a0 =5 ).

Por outro lado, aplicando a regra da cadea obtemos que

12
! 0 2 + / 0 2 _ - 1
FO7 + 07 = (1)
Observemos tamén que, por ser g de perfodo 27, a integral de ¢'(6) entre 0 e 27
é nula. Tendo en conta as consideracions anteriores, empregando a identidade de
polarizacién e aplicando a desigualdade de Wirtinger, temos o seguinte

l l T T T 27
2A :2/0 x(s)y'(s)ds = 2/0 f<278> g'(%s) 27(18 T 2 ; f(0)4'(0)dd
g = 27s
1

27 _ 27 _ _
= / (F(0) - ) (0)d6 = / (FO) — )%+ (4'(0)* — (F(6) — F — g/(6))%d0
0 0

27 Lo o 2 l2 l2
< _ a2
<[ rop+gora /0 gl =

A igualdade desta tltima expresion forza 4 igualdade na desigualdade de Wirtinger.
Polo tanto, f(0) = f + acost + bsend para certos a,b € R. A igualdade tamén
obriga a que [;"(f — f — ¢/)?d0 = 0, polo que ¢’ = f — f. Polo tanto, g(f) =
_ . o 2 ,

g +asend — bcosd. Por tltimo, (1) implica que a? + b? = #. Asi que (z(s), y(s)
é a circunferencia de radio %, ¢é dicir, a circunferencia de lonxitude [. O
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A fisica e a quimica das soluciéns xabonosas.

Se un dia imos 6 rio e este estd suficientemente limpo, observaremos que sobre
a superficie da auga hai unhas criaturas conecidas como zapateiros, que levan por
nome cientifico ‘Gerris lacustris’, que parecen caminar sobre ela. Para nés pode
parecer imposible caminar sobre a auga pero estes insectos poden facelo grazas a
unha propiedade da mesma chamada tensién superficial. O que estd ocurrindo é
que a superficie da auga compértase igual que un trampolin, é dicir, presenta certa
flexibilidade e cirvase polo peso do zapateiro. Suponamos que temos un recipiente
cun liquido ubicado nun medio gascoso. Nesta situacion, as moléculas no interior do
liquido estdn sometidas a forzas de atraccién que promediadas nun tempo macro-
oscopico seran nulas. Pola contra, se tomamos unha molécula préxima & superficie
experimentara unha forza menor polo gas que hai enriba xa que a densidade do gas
é menor que a do liquido. Polo tanto, estas moléculas experimentaran en promedio
unha forza que as leva cara ¢ interior do fluido, provocando que a area da superficie
sexa reducida ata o minimo posible.

A tension superficial o definese como o médulo da forza F' que actia tanxen-
cialmente por unidade de lonxitude [ no borde dunha superficie dun liquido en

equilibrio:
F

g = —.

l

As stias unidades son N-m™!,J - m~2. As soluciéns xabonosas tefien a propiedade
remarcable de formar pompas e peliculas estables. Unha pelicula xabonosa consiste
en dias superficies separadas por unha fina capa de fluido que pode variar en grosor
dende 0s 2-1075A ata os 50A. O grosor maximo ocurrird xusto despois da formacién
da pelicula. Unha vez se forme esta, comezard a adelgazar. Os xabéns son substan-
cias surfactantes ou tensioactivas, é dicir, reducen a tension superficial. Ademais,
estabilizan as peliculas xabonosas porque crean unha repulsién entre ambas super-
ficies da pelicula impedindolles adelgazar e, consecuentemente, que estoupen. Para
madis informacién sobre o tema pdédese consultar [1].

Vexamos mais polo miudo como a tension superficial provoca que a area dunha
pelicula de xabon sexa minimizada. Para obter unha expresion para a enerxia da
pelicula xabonosa consideremos unha que tena por bordo un arame rectangular
ABCD de lonxitude /, cun dos dous lados do arame libre para se mover na direccién
perpendicular a BC como na Figura 1. Se este lado estd a unha distancia inicial
x do lado paralelo fixado e experimenta un desprazamento dx, o traballo realizado
contra a tension sera

OW = Féx = 20ldx = 200 A,

onde 20 € a tensién superficial do fluido multiplicada por 2, xa que a pelicula consta
de duas superficies.

Polo tanto, o traballo necesario para incrementar a area dunha pelicula xabonosa
de 0 ata A vén dado por

A
W:/ 20dA.
0
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W — —

Figure 1: Enerxfa dunha pelicula xabonosa.

Se a concentracion de moléculas tensioactivas é grande tense que o non depende da
area, polo que
W = 20A.

A enerxia dunha pelicula de xabdn é propocional & sta area. Polo tanto, para que
a pelicula de xabdn estea en equilibrio estable, deberd minimizar a sida enerxia, e
como consecuencia, minimizar a sia area.

A desigualdade isoperimétrica en R?

Dada unha superficie M en R? sabemos que H, a curvatura media de M, non
é mais que a media aritmética dos autovalores do operador forma. Nesta seccion
daremos un resultado que clasifica as superficies compactas de curvatura media
constante. Para comezar, reparemos no feito de que se unha superficie é minimal,
é dicir H = 0, a sua curvatura de Gauss, K, é non positiva. Sabemos ademais que
toda superficie compacta M ten polo menos un punto eliptico, é dicir, existe p € M
tal que K(p) > 0. Polo tanto, se unha superficie é minimal non pode ser compacta.
Entén se a nosa superficie é compacta e ten curvatura media constante esa constante
é distinta de 0.

Como son as superficies compactas con curvatura media constante? O Teorema
de Alexandrov responderd a esta pregunta. Para iso serd necesario botar man de
dous resultados cldsicos que se obtefien a partir do estudo das propiedades dos
operadores diferenciais elipticos, o principio do méaximo interior e o principio do
maximo na fronteira.

Toda superficie regular M pode ser expresada localmente como o grafo dunha
funcién diferenciable ¢ nunha vecinanza do cero. Dicimos que M1 < Ms se 1 < @a.
A demostracion dos seguintes resultados pode ser atopada en [3].

Teorema 2 (Principio do méaximo interior). Sexan My, Ma superficies requlares de
R3, con curvaturas medias Hy, Hy respectivamente. Suporiamos que H; > Hs e que
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existe p € My N Ma, tal que My < My en p. Entén existe O, veciianza de p en R3,
tal que My e My coinciden en O.

Por outra banda, tamén sera necesario empregar a seguinte caracterizacién da
esfera.

Teorema 3 ([3]). Sexa M unha superficie conexa e compacta. Se para cada direccion
d € S? existe un plano w4 normal a d, de zeito que M sexa simétrica respecto a 4,
enton M € unha esfera.

Teorema 4 (Teorema de Alexandrov). Sexa M unha superficie conexa e compacta
con curvatura media constante, enton M é unha esfera.

Demostracion. Escollamos unha direccién d e un plano 7w perpendicular a d que
non interseque a M. Pola compacidade de M temos garantido que se deslizamos 7
6 longo de d haberd un primeiro punto de contacto entre M e 7. Seguimos movendo
o plano unha distancia € > 0 na direccién de d. Chamaremos a este plano .. O
plano 7. interseca a M. Reflexamos M sobre m. e chamamos a imaxe de M por esta
reflexién M.. Agora incrementamos & ata que ocorra que o lado de M. que queda
por enriba de 7. toca a M nun punto que non estea sobre o plano 7.

Figure 2: Caso de punto comun no interior.

Nese caso temos un punto de contacto interior entre M e M. Polo Teorema
2 temos que existird unha vecinanza comun a M. e M, xa que M e M. tehen a
mesma curvatura media. Como a direccién d foi tomada de xeito arbitrario, temos
que para cada direccién hai un plano de simetria e polo Teorema 3, concluimos que
M é unha esfera por un argumento de compacidade. O

Antes de probar que a esfera é a solucién do problema isoperimétrico en R3,
observemos que é equivalente atopar un conxunto que maximice o volume para
unha area dada e atopar un conxunto que minimice drea para un volume dado.

Teorema 5 (Osserman, [2]). Se M ten menor drea de entre todas as superficies
que pechan un volume dado, M € unha esfera.
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Demostracién. Suponiamos un dominio 2 en R3 limitado por unha superficie M con
parametrizaciéon X que satisfai a propiedade do enunciado. Sexa h: M — R unha
funcién diferenciable e denotemos por M; a superficie dada pola parametrizacion
Xt(u,v) = X(u,v) + th(u,v)N(u,v), onde N é o vector normal a M. Se A(t) é a
area de My e V(t) o volume pechado por M, as férmulas da primeira variacién da
area e o volume son, respectivamente

A(0) = — /M hHAA, V'(0) = /M hdA.

Supotiamos que existe h tal que V'(0) = 0 e A’(0) # 0. Aplicando unha homotecia

de razén (V/ V(t))% a M, obtemos unha superficie M, que limita un volume V e
unha area A(t) Para valores pequenos de ¢ serd mais grande ou méis pequena que
A segundo o signo de t. Polo tanto, para que a nosa superficie tefia drea minima
de entre todas as que acotan un volume V deberd ser certo que se | yhdA=0e
entén | a MHdA = 0. Vexamos que isto implica que H é constante. Supofiamos que
existen dous puntos, p e ¢ en M con H(p) # H(q). Nese caso, podemos tomar unha
funcién h tal que sexa nula agas nunha vecinanza de p e de ¢, onde toma valores
opostos. Deste xeito teremos que [  hdA =0, pero I} y MHdA > 0. Xa vimos que
isto non pode suceder se M minimiza area para un volume prefixado. Entén como
M é compacta e ten curvatura media constante, polo Teorema 4 é unha esfera. [

Deste xeito, como as pompas de xabon tenden a minimizar a sia area, tense que
estas adoptaran forma esférica.
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