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I like crossing the imaginary boundaries people set up betwe-
en different fields.

Maryam Mirzakhani (1977 — 2017)






Prefacio

Hai xa uns cantos anos dende que, sendo eu alumno de primeiro curso, certo
profesor da Facultade de Matematicas, inelutablemente da drea de Alxebra, espetara
durante unha clase a frase: “todo é un conxunto”. Hoxe, pensando no SII mentres
tecleo estas linas, non podo senén darlle a razén. E é que o SII sé se entende
a través do conxunto dindmico de persoas que o foron conformando ao longo da
sta existencia: como comité organizador, como relatoras, como publico... Quereria,
entén, adicar este prefacio a anatomizar o SII a partir da fotografia temporal que
eu tiven o privilexio de contemplar e integrar; iso si, dando antes tanto un fondo
agradecemento a todas esas persoas que nos entregaron un proxecto cunha satde
magnifica, coma deixando os mellores desexos de azos para toda a xentina que vén.

Di un proverbio etiope que “cando as aranas tecen xuntas, poden atar un leén”.
Nun planeta onde as maiores calamidades son, maiormente, o froito de ignorar o
sufrimento de a quen non se lle pon rostro, resulta claro que os grandes leéns do
mundo real son cazados tecendo fios de solidariedade: relacionarnos cos demais fainos
mellores e méis tolerantes, aprender da vecina fainos mais sabias e interesarnos pola
realidade allea muda o mundo, ainda que sexa infinitesimalmente, na direccién boa!

Para min, falar do SII sup6n falar dun xerme deses fios. Supon tamén falar so-
bre un proxecto desinteresado que é ilusiéon pura e, simultaneamente, supén falar
de tantas persoas que estimo, quero e admiro moito. O SII supén interesarse polo
que fan os demais e supon interesarse polos demais. Supén lembrar moreas de char-
las matematicamente interesantes cheas de desenfado, charabiscas, memes, sorrisos
cémplices... que dan boa proba da atmosfera alegre que, cada dias semanas, en-
volvia a aula en cuestién por media hora (sen contar a prorroga, case obrigada, na
cafetaria).

O SII, polo tanto, que nacera coma un proxecto para conecer “as matemaéticas
da vecina”, acabou por ser a componente cientifica de algo moito méis grande. A dia
de hoxe, o SII é un corolario natural do bo ambiente entre a xente moza da Facul-
tade, das suas relaciéns saudables e das ganas de saber en que problema ou teoria
cavila quen senta ao teu carén nunha cea da comision de festas. Persoalmente, este
ambiente agradable do dia a dia, e case festivo, faime sentir moi ledo. Nun mun-
do coma o universitario, onde os chanzos iniciais da carreira investigadora son tan
competitivos, estan tan precarizados e resultan certamente estresantes, fomos quen
de construir un oasis fraternal de apoio mutuo e alegrias, sustentado na interaccién
mutua en actividades coma o SII. Por comparativa co que viviron outros colegas
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noutras ramas ou universidades, constame que o que temos é algo infrecuente, moi
precioso e que espero que arrastremos por sempre, contaxiando a quen vena! Por
todo o anterior, éme imposible non emocionarme nin sentir unha honra inmensa &
hora de poder redactar este prefacio. Grazas a todas as que, dende o inicio da an-
daina deste seminario, collestes as matematicas do vecino para ilas transformando,
paulatinamente, nas matemaéticas da familia. Parabéns, de corazén!

Santiago de Compostela, outubro de 2022

Daniel Cao Labora
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Introducion

Ao comezo da etapa de doutoramento, o estudantado trata de somerxerse no
mundo da investigacién aprendendo a realizar distintas tarefas que poden culminar,
tras moito esforzo, na elaboracién dun traballo cientifico rigoroso. Porén, de nada
serven as moitas horas empregadas no curso da nosa investigacion, se non somos
capaces de transmitir os avances dos nosos proxectos a distintas audiencias, tanto
aquelas expertas na teméatica como outras con formaciéns mais diversas. Ser capaces
de sintetizar o contido das nosas investigacions e exponelo de forma clara, amena
e breve a un publico non familiarizado coa nosa especialidade é, sen dibida, unha
das mais importantes competencias a acadar dentro da etapa de doutoramento. Do
mesmo modo, ter a posibilidade de escoitar os avances dos nosos companeiros pode
resultar enriquecedor para as nosas carreiras, aprendendo dos seus acertos e fallos
e recompilando ideas para os nosos propios traballos. Moitas veces, e en especial
co auxe das novas tecnoloxias, pedimos axuda ou consello a expertos que se atopan
a miles de quilémetros de nés, cando é posible que a compaiieira da mesa do lado
tena a resposta, ferramenta ou idea que estabamos buscando.

Estes obxectivos (facilitar a practica de fala en ptblico, transmitir conecemen-
tos a distintas audiencias e conecer e participar activamente nos avances dos nosos
companeiros) son os que motivan a organizacién do Seminario de Iniciacién & In-
vestigacién ano tras ano. Foi no 2005 cando se deu comezo a este proxecto levado
a cabo por un grupo de alumnos de Terceiro Ciclo da Facultade de Matematicas,
que estaba encadrado dentro do Instituto de Matemaéticas ata a sta desaparicion
neste 2021, e vai agora da man do recentemente creado Centro de Investigacion e
Tecnoloxia Matemdtica de Galicia (CITMAga).

Neste curso impartironse 15 seminarios abordando todas as dreas das matema-
ticas, con potientes procedentes da Universidade de Santiago de Compostela, pero
tamén relatores con distintas afiliaciéns: companeiros cos que compartimos estrei-
tos lazos e que lle deron ao SII un cardcter transversal e ata internacional. Ao igual
que no curso anterior, foi posible seguir todas as comunicaciéns presencialmente e
tamén en lina dende calquera parte do mundo, destacando a asistencia internacio-
nal no SII en case todos os relatorios. Estas sesions quincenais complementaronse
coa xornada de divulgaciéon “Matemaéticas: habelas hainas, seguimos contdndochas!
2021”. Ambas actividades supuxeron a creaciéon de puntos de reunién, convivencia,
afloramento de ideas e debate dentro da Facultade de Matematicas, que ademais
desfrutaron dun caracter lidico xa que, non o podemos esquecer, as matematicas



tamén poden ir da man da diversién.

Neste volume presentamos os resumos das charlas que tiveron lugar durante
o curso 2021-2022. O comité organizador do SII, formado por cinco estudantes
de Terceiro Ciclo, encargase, ademais da planificacién, organizacion e difusion dos
distintos seminarios, da redaccién destas actas que reflexan o esforzo dos membros
do comité e de todos os relatores.

Rematamos deixdndolle paso a un novo comité organizador, desexando que siga
avivando o espirito do SII, incentivando 4s novas xeracions a compartir conecemento
e a desfrutar facéndoo.
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A cana de pescar do topologo

Area de Xeometria e Topoloxia

Tomas Otero Casal
Universidade de Santiago de Compostela - CITMAga

22 de setembro de 2021

O problema de derivar campos de vectores

En xeometria, o concepto de diferencial dunha funcién é das primeiras cousas
que estudamos: Se consideramos unha aplicacién diferenciable F': S; — Sy entre
duas superficies regulares de R3, a stia diferencial nun punto p € S; é a aplicacién
que leva un vector tanxente a S; en p (que podemos representar como a derivada
de certa curva a(t) C Sy en t =0) en (F o «)'(0), que é un vector tanxente a So en

F(p).

Diferencial dunha aplicacién entre superficies.

Cando un quere derivar campos de vectores, a cousa complicase: Se calculamos a
derivada usual dun campo de vectores V tanxente a unha superficie ao longo dunha
curva «, este non resulta un campo de vectores tanxente & superficie ao longo de
«. Para solucionar que a derivada escape do espazo tanxente & superficie en cada
punto, definimos a derivada covariante de V en t como D;V = (V o )'(t)".

Esta definicién baséase en que as superficies regulares “viven” en R3. Non obs-
tante, cando queremos traballar con obxectos xeométricos mais xerais, isto presenta
problemas. Ponamos que queremos facer xeometria na botella de Klein, que é un
exemplo de variedade diferenciable (espazos topoldxicos localmente euclidianos cu-
xas parametrizaciéns, ao igual que nas superficies, satisfan certas condiciéns de
compatibilidade). E cofiecido que non podemos meter este espazo en R sen que
tena autointersecciéns, polo que o seu espazo tanxente nun punto p deixa de ser
un subespazo de R3 para convertirse nun espazo vectorial 2-dimensional abstracto

PALABRAS CLAVE: Xeometria diferencial; campos de vectores; fluxo; derivada de Lie.
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4 SII A cana de pescar do topdlogo

asociado ao punto p, co que a definicién anterior de derivada covariante non nos
serve.

Temos dias maneiras principais de solucionar este contratempo: A primeira
delas consiste en preguntarse se podemos meter a nosa variedade nun RY con N
suficientemente grande e definir a derivada covariante de xeito andlogo ao caso de
superficies regulares. O seguinte resultado dinos que ¢é posible definir unha derivada
deste xeito:

Teorema 1 (do embebemento de Whitney). Toda variedade diferenciable n-dimen-
sional admite un embebemento en R?™.

Hai que destacar que esta maneira de meter a variedade nun espazo euclidiano
non é unica (de feito, é equivalente a fixar unha maneira de medir vectores tanxen-
tes), e as diferentes maneiras de facelo cambian o xeito no que derivamos campos de
vectores, co que para saber derivar nos vemos obrigados a escoller unha destas, in-
troducindo estrutura adicional. Isto da pé ao concepto de conexién nunha variedade
(unha introducién a este concepto pddese ver en [1]).

A segunda opcién é buscar unha maneira intrinseca (é dicir, que non precise de
mdis informacién que a da propia variedade) de derivar campos: A isto é ao que
d4 resposta a derivada de Lie, que mide como cambia un campo de vectores X na
direccién doutro campo de vectores Y, e que introduciremos a continuacion para o
caso particular de superficies regulares (ainda que os conceptos seguen a ser vélidos
para variedades diferenciables).

Curvas integrais e fluxos

Se como diciamos antes nos esquecemos de que o espazo tanxente a unha su-
perficie nun punto p é un subespazo de R?, para construir unha derivada vai ser
necesario comparar vectores tanxentes en distintos puntos (e polo tanto en distintos
espazos vectoriais). Para isto usaremos o fluxo dun campo de vectores, que nos da
unha idea de como movernos ao longo da superficie, partindo nun punto na direccién
do campo.

Definiciéon 1. Sexa X un campo de vectores tanxentes a unha superficie S. Unha
curva integral de X € unha curva y: I — S tal que o/'(t) = X4 para todo t € I,
onde I é un intervalo aberto de R.

Sen perda de xeneralidade, podemos suponer que 0 € I. Neste caso, o punto
~(0) € S dise o punto inicial da curva integral 7. Fixado un punto inicial p, atopar
curvas integrais para un campo de vectores é equivalente a resolver un problema
de valor inicial para a sua lectura en coordenadas, como pon de relevo o seguinte
exemplo:

Exemplo 1. Consideramos o campo de vectores Vi, ) = (—y, ) en R%. Buscamos
atopar unha curva inicial y(t) = (z(t),y(t)) de X tal que v(0) = (a,b) para certo
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punto (a,b). A condicion ~'(t) = X, € equivalente a resolver sistema de ecuacions
diferenciais

'(t) = —y(t),

y'(t) = (1),

con condiciéns iniciais x(0) = a, y(0) = b. Polo tanto, as curvas integrais de V son
da forma v(t) = (acos(t) — bsen(t),asen(t) + bcos(t)).

Suponiamos agora que, coma no exemplo anterior, para calquera punto p da
nosa superficie S as curvas integrais estan definidas en todo R. Podemos entén
definir unha aplicacién ©;: S — S mediante ©.(p) = O(¢,p), onde O(—,p) é a
curva integral de X con punto inicial p. ©; corresponde a “mover” a superficie ao
longo das curvas integrais de X ata tempo t. A aplicacién ©; asi definida satisfai
O 00, = O e Oy = Idg. Motivados por isto, dicimos que un fluxo global en S é
unha aplicacién ©: R x S — S cumprindo:

(i) ©(t,0(s,p)) =O(t+s,p) paratodot,scRepe s,

(ii) ©(0,p) =p paratodope S.

/ y'o's 4/4—<~V\\\\ // P //:\\ .
//4’*\\\\ s ‘_:\\\\ AN
“ -~ VA2 N

¥
¥ ¥ o~
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y b 4
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O campo de vectores no Exemplo 1 e o seu fluxo.

Dado un fluxo global © nunha superficie S, definese o seu zerador infinitesimal
como o campo de vectores tanxentes V, = %@t(p)\t:m e tense que Oy(p) é unha
curva integral de V' con punto inicial p. Deste xeito, a cada fluxo global podémoslle
asociar un campo de vectores diferenciable. O reciproco non é certo, como ilustramos
a continuacién: Hai campos de vectores que non son xeradores infinitesimais dun
fluxo global.
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Exemplo 2. Consideramos o campo de vectores Vi, ,y = (x2,0) en R2. Atopar a
curva integral de V' con punto inicial p = (1,0) € equivalente a resolver o problema
de wvalor inicial

'( 2(t),

y(

\

z

=0,
1
0

<

(
( ,
cuza solucion € y(t) = (llt,O), que $6 estd definida para t < 1.

Por isto é necesario que os fluxos non tefian por que estar definidos en todo R
para poder ter unha correspondencia entre fluxos e campos de vectores.

Definicion 2. Un dominio de fluxo ¢ un aberto D C R x S tal que para cada punto
p o conzunto DP) = {t € R|(t,p) € D} C R ¢ un intervalo contendo 0.

Unha seccion dun dominio de fluxo.

Un fluzo (local) en S € unha aplicacion ©: D — S tal que para calquera p € S,
(i) Se s e DP), t ¢ DOGP) ¢ s pe DP), entén O(t,0(s,p)) = Ot + s,p).
(ii) ©(0,p) =p para todop € S.

Un fluxo dise mazximal se non se pode estender a un dominio de fluro mdis
grande. Unha curva integral é maximal se non se pode estender a un intervalo
mdis grande.

Ao igual que antes, o xerador infinitesimal dun fluxo resulta ser un campo de
vectores tanxente sobre S, e cada ©;(p) é unha curva integral de V' con punto inicial
p. Isto permite establecer unha bixeccion entre fluxos maximais e campos de vectores
tanxentes sobre unha superficie:

Teorema 2 (Teorema fundamental do fluxo). Sexa V' un campo de vectores tanzentes
diferenciable nunha superficie S. Enton, existe un unico fluro mazimal ©: D — S
con zerador infinitesimal V. Ademais © cumpre:

(i) Para cada punto p, a curva integral mazimal de V' con punto inicial p € O(t, p),
onde t € D).
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(ii) Se s € D), entén DOWPs) = D) _ 5 = {t—slte D(p)}.

(iii) Sexa M; = {p € S|t e D(p)} = {p € S|(p,s) € D}. Enton, ©,: My — M_; é
un difeomorfismo con inversa ©_;.

© dise o fluxo xerado por V ou o fluxo de V.

A derivada de Lie

O fluxo danos unha ferramenta para comparar vectores tanxentes en distintos
puntos dunha mesma curva integral dun campo de vectores: Séguese do apartado
(731) no Teorema 2 que se O(p) é un punto da curva integral dun campo de vectores
X con punto inicial p, entén d(©—¢)e,p): To,p)S — 1pS é un isomorfismo linear.
Como as curvas integrais de X estan definidas nun intervalo contendo 0 o suficien-
temente pequeno, dado outro campo de vectores Y en S, podemos considerar unha
nova curva en 7,5 definida, por d(©_¢)e,p) (Yo, ) (isto é, levar a TS o vector
Yo,(p) @ través do fluxo). A derivada desta curva en 7,S para t = 0 é o que se
conece como a derivada de Lie de Y con respecto de X no punto p.

(dO—1)e,(p) Yo, ()

Derivada de Lie dun campo de vectores
Definicion 3. Sexan X e Y dous campos de vectores diferenciables tanxzentes a unha
superficie S. Definese a derivada de Lie de'Y con respecto a X nun punto p como

d(e_ Y. _Y
(LxY), = lim (©-t)e,» Yo,p) — Yp
t—0 t

)

onde © denota o fluxo de X.

Exemplo 3. Consideramos os campos X,y = (—y,z) € Y,y = (2°,0) en R?.
Para calcular LxY, o primeiro que debemos facer € obter o fluro de X. Como za
calculamos no Exemplo 1,

©¢(a,b) = (acos(t) — bsen(t),asen(t) + bcos(t)).
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Agora,
Yo, (ab) = (a? cos®(t) — 2abcos(t) sen(t) + b? sen?(t), 0),

polo que

cos(t)  sen(t)
d<@—t)@t(a,b)y@t(a,b) = ( sen(t) COS(t)) Y@ﬁ(a,b)

_( a®cos3(t) — 2abcos?(t) sen(t) + b? cos(t) sen?(t)
N <—a 2 cos?(t) sen(t) + 2ab cos(t) sen?(t) — b2 sen3(t)>

Derivando en t = 0, obtemos
(LY ) () = (—2ab, —a?).

A derivada de Lie de dous campos de vectores diferenciables sobre unha superficie
S resulta ser un novo campo de vectores diferenciable sobre S. Ademais, de xeito
similar 4 derivada usual de R", a derivada de Lie satisfai a seguinte regra da cadea:

Lx(fY)=(Xf)Y + fLxY, para toda funcién diferenciable f: S — R,

onde (X f), = dfX,. Ademais, a derivada de Lie cumpre a condicién de ser linear
en ambas componentes.

Outra das propiedades importantes da derivada de Lie é que é antisimétrica, é
dicir, LxY = —Ly X. Isto débese a que o vector que mide o cambio do campo Y
na direccién de X nun punto dado é o vector oposto ao que mide o cambio de X
na direccion de Y.

Por tltimo, cabe destacar que a derivada de Lie é invariante por difeomorfismos.
E dicir, se F': S; — S é un difeomorfismo entre ddas superficies, dF(LxY) =
Larx)(dF(Y)). Polo tanto, superficies difeomorfas tefien a mesma derivada de Lie,
o que fai da derivada de Lie unha ferramenta natural para utilizar en xeometria.
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Diego Bolén Rodriguez
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Introducion e motivacion

Unha moda dunha variable aleatoria absolutamente continua X é un punto zg
onde a sua funciéon de densidade, que denotaremos por f, ten un maximo local.
O obxectivo principal desta charla é a obtencién dun contraste estatistico para
descubrir o verdadeiro nimero de modas dunha variable aleatoria X.

Para tratar de motivar a necesidade deste tipo de tests introduciremos os datos
analizados por [1]. Esta base de datos contén distintas variables asociadas a 975
falecementos de aves por colisiéns contra aeroxeradores detectadas en 44 parques
edlicos situados na parte nordeste dos Estados Unidos de América. Para cada paxaro
falecido atopado rexistrase a distancia horizontal entre o cadaver e o aeroxerador
mais préoximo (medida en metros).

Entre outras cousas, en [1] buscan como optimizar os protocolos de busca de
cadaveres nestes casos. Partindo da hipdtese de que a distribucion ten unha tnica
moda moi préxima ao cero, o protocolo de busca éptimo seria un protocolo radial,
fixando un radio arredor de cada aeroxerador e concentrando a busca dentro dese
radio.

0.03 1 —

0.02 1 =

Densidade

0.01 1

R I 1171117 T T TR T ———
0 25 50 75 100

Distancia (m)

Figura 1: Histograma cos datos dos falecementos por colisiéns contra aeroxeradores
(Choi et al., 2020).

PaLaBRrRAS CLAVE: modas; estimador tipo nicleo da densidade; xanela critica; test; bootstrap.
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10 SIT Verosimilitude e tests de multimodalidade

Pero resulta que os datos obtidos non apoian esta hipotese. Na Figura 1 esta
representado o histograma das distancias obtidas, e como se pode observar, os datos
parecen ter como minimo duas modas. Con todo, o histograma, como calquera
método grafico, depende fortemente do criterio de cada un. Isto é problematico,
pois é posible que duas persoas distintas cheguen a conclusions diferentes sobre o
nimero de modas a partir dos mesmos datos. Haberia que buscar, por tanto, un
método sistematico e obxectivo para detectar o niimero de modas dunha distribucién
a partir dunha mostra aleatoria. Isto é, un contraste estatistico.

Por tanto, o noso obxectivo sera a construcién dun test de multimodalidade, é
dicir, un contraste sobre o nimero de modas dunha poboacién. Imos fixar notacién
para concretar o que queremos facer. Sexa X unha variable aleatoria absolutamente
continua con j modas, onde j é un nimero natural desconiecido. Nés queremos
construir un test estatistico que contraste as hipdteses

Hy:j <kfronte a Hy :j > k; (1)

onde k£ é un numero natural conecido e fixado de anteman.

Test de razon de verosimilitudes

O novo test de multimodalidade vai estar baseado no test de razén de verosimi-
litudes da estatistica paramétrica. O test de razén de verosimilitudes é unha familia
de contrastes estatisticos que se empregan en inferencia paramétrica para contrastar
a situacién do parametro desconecido dentro espazo de parametros.

Suponamos que X, Xo, ..., X,, é unha mostra aleatoria simple dunha variable
aleatoria absolutamente continua con funcién de densidade f pertencente a familia
paramétrica {fy : 6 € O}, onde © C R™. Dividamos o espazo de pardmetros en
dous subconxuntos disxuntos, ©y e O1, tales que Oy NO; =0 e OUO; = 6. O
test de razén de verosimilitudes contrasta hipdteses da forma

Hy: 60 € 0 fronte a Hy : 6 € O.

Para a construcién do estatistico de contraste emprégase a funciéon de verosimi-
litude £, que é a funcion real positiva definida como

£0) = T] fo(x2).

A idea detrds da verosimilitude é que L£(6p) representa a factibilidade de que o
valor do pardmetro desconecido sexa 6y unha vez observada a mostra. Asi, dada
unha mostra, que L£(fp) sexa maior que L£(f;) significa que é mais verosimil que
o parametro descofiecido 6 sexa igual a 6y que a #; & vista dos datos observados.
Entén, no caso de que a hipotese nula sexa certa, a funcién de verosimilitude deberia
tomar valores grandes dentro do conxunto ©g, que é o que se corresponde a Hy.
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Tendo en conta o anterior, no test de razén de verosimilitudes emprégase o
estatistico
D =2 |sup/(f) — sup £(0)| >0,
0cO USISH)
onde /(0) = log L(0), para realizar o contraste. Esta cantidade é maior canto mais
pequeno sexa o valor da verosimilitude dentro do conxunto ©g. Por tanto, o test
rexeita a hipdtese nula para valores grandes de D.

Nova proposta de test

A nosa idea consiste en construir un test de multimodalidade adaptando a es-
trutura de test definida na seccién anterior. Nada mais comezar xa nos xorde o
primeiro problema: que modelo paramétrico escoller? En principio non hai ningtin
modelo paramétrico que recolla correctamente a informacién do ntimero de modas
dunha poboacién. Pero sen modelo paramétrico non podemos nin sequera empezar
a esbozar a nosa proposta de test.

Para sair deste atranco imos deixar que os propios datos falen. E dicir, imos
suponer que a mostra provén dun modelo non paramétrico apoidndonos na esti-
macién tipo nucleo da funcién de densidade [3, Capitulo 2]. Dada unha mostra
aleatoria simple X7, Xo, ..., X,, dunha variable aleatoria X absolutamente continua
con funcién de densidade f, definese o estimador tipo nicleo de f como

o) = Sk (25
=1

onde K ¢ a funcién de densidade dunha normal estandar e A é un pardmetro positivo,
que recibe o nome de xanela ou parametro de suavizacién (bandwidth en inglés).

Na literatura estatistica pddense atopar varios criterios de escolla do valor da
xanela para estimar a densidade poboacional de forma éptima [3, Capitulo 3], pero
aqui non imos entrar nesas discusions. Nés imos ver A como un parametro a par-
tir do cal imos construir unha funcién de verosimilitude. Asi, definimos a pseudo-
verosimilitude da mostra como a funcién real positiva

£() =] fu(x0). e

onde h € (0,400). Poderiamos pensar na funcién £ como nunha verosimilitude
paramétrica onde a familia paramétrica de densidades que estamos a suponer é
{ fh : h > 0}, ainda que esta familia non é independente dos datos observados,
senén que vén determinada directamente por eles.

Para poder formular o noso test de multimodalidade coa linguaxe dos tests
de razén de verosimilitudes, precisamos traducir as hipdteses nula e alternativa
definidas en (1) a unha particién do espazo de parametros © = (0, 400). Para iso
apoiarémonos no resultado de [2], que proba que o nimero de modas do estimador



12 SIT Verosimilitude e tests de multimodalidade

f# é unha funcién decrecente en h. Esta monotonia permitelle a [2] definir o concepto
de xanela critica, critical bandwidth en inglés. Asi, a xanela critica para k modas,
hy, definese como o menor parametro de suavizacion h tal que fj, ten k modas:

hi, = min{h : fj, ten como maximo k modas}.

Asi, h; marca a fronteira entre as estimaciéns tipo nicleo con mais e menos de k
modas. Se h é menor que hy, fh ten mais de k modas, pero se h é maior que hg, o
nimero de modas de fh é menor ou igual que k. Esa é precisamente a divisiéon entre
as hipéteses nula e alternativa de (1), polo que xa podemos traducir estas hip6teses
a unha particién do conxunto (0, +00):

Oo = [hg, +00), ©O1 = (0, hy).

E por tanto xa podemos definir o noso estatistico de contraste de forma totalmente
andloga ao do test de razén de verosimilitudes paramétrico:

Dy =2 [supf(h) — sup Z(h)] ,
h>0 h>hy,

onde ¢(h) = log L(h). Pero hai un problema. Tal como estd pensado, o estatisti-
co de contraste Dy non estd ben definido. Non resulta moi dificil demostrar que
limy,_,0 £(h) = 400, e por tanto supy~q¢(h) non é un nimero real.

Un xeito de resolver este problema é redefinir a funcién £ dada por (2) mediante
validacion cruzada. Para iso, imos apoiarnos nas funciéns:

n

=, 2 5 ()

Daquela, definimos a pseudo-verosimilitude por validacién cruzada da mostra X1, ..., X,

como

Lov(h) =]/ (X, h>o0,
=1

Con isto conseguimos que Loy sexa unha funcién limitada superiormente. Polo
tanto, o estatistico

Dy, =2 |suploy(h) — sup Loy (h) |,
h>0 h>hyg

onde lcoy (h) = log Loy (h), si estd ben definido. Este serd o estatistico de contraste
que empreguemos no noso test de multimodalidade. Igual que no test de razén de
verosimilitudes usual, rexeitaremos a hipétese nula para valores grandes de Dj. O
calibrado do test realizarase por bootstrap suavizado, lanzando remostras da funcién
de densidade fhk.
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Téboa 1: Proporcions de rexeitamentos para o novo test con nivel de significacion
ao 1%, 5% e 10% calculadas a partir de M = 1000 mostras. Para o calibrado
empregaronse 500 remostras bootstrap. Cada fila correspéndese cunha combinacién
de distribucién e tamafio de mostra distinta.

Nivel de significacién

Modelo Densidade Tamano

1% 5% 10 %

. :/\ n =100 0.001 0.011 0.039
I/ o] n=500 0002 0019 0034
] n=100 0.018 0.080 0.141
M2 ]
I—/ | »n=500 0.050 0.147 0.238
] n =100 0.008 0.035 0.079
M3 ]
I—J >~ 1 »n=500 0.011 0.052 0.100
] n =100 0.018 0.075 0.139
M4 ]
l——— S | n=500 0.040 0.106 0.152

Estudo de simulacion

Nesta seccién comprobaremos o comportamento do novo test na practica me-
diante un estudo de simulaciéon. Con el queremos verificar se é correcto o calibrado
do novo test & hora de contrastar as hipéteses definidas en (1) tomando k = 1. E
dicir, imos contrastar se a variable aleatoria X ten unha tinica moda.

O procedemento realizado foi o seguinte. Primeiro simulamos M = 1000 mos-
tras de tamano n de diversas distribuciéns unimodais. A cada unha destas mostras
aplicamoslle o novo contraste, vendo se rexeita ou non a unimodalidade dos datos
para varios niveis de significacién «. Finalmente, calulamos a proporcién de mostras
rexeitadas do total para cada nivel de significacion.

As distribuciéns unimodais consideradas no estudo de simulacién son as seguin-
tes:

Modelo 1

M1): unha normal de media 0.5 e varianza 0.09.

Modelo 3 (M3

(M1):
Modelo 2 (M2): unha Beta(3, 2).
(M3):

unha chi cadrado de 5 graos de liberdade reescalada: 0.1 - xs.

Modelo 4 (M4): unha mixtura dunha normal cunha beta: 0.5 - Beta(10,3) +
0.5-N(0.5,0.137).
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Como s6 consideramos distribuciéns unimodais (é dicir, baixo a hipdtese nula) se o
test estd ben calibrado as proporciéns de rexeitamentos non deberian de exceder o
nivel de significacién a.

Realizamos o anterior para dous tamanos de mostra distintos, n = 100 e n = 500.
Os niveis de significacién considerados son os tres méis usuais: o = 0.01, a = 0.05
ea=0.1.

A vista dos resultados, recollidos na Téboa 1, a conclusién é clara: o test non
ofrece un calibrado satisfactorio. O test presenta proporciéns de rexeitamento ma-
iores que o nivel de significaciéon para os Modelos 2 e 4 en todos os escenarios
considerados. Ademais, nestes dous casos aumentar o tamano da mostra de n = 100
a n = 500 provoca que as proporciéns de rexeitamento aumenten, afastandose ain-
da mais do nivel de singificacién a. Respecto aos demais escenarios considerados,
0 novo test sé logra proporciéns de rexeitamento similares ao nivel de significacion
nun caso (Modelo 3 con tamano n = 500). No resto, as proporciéns de rexeitamento
obtidas son sempre menores que o nivel de significacion.

Conclusions

O mal calibrado detectado no estudo de simulacién confirma que o test baseado
en pseudo-verosimilitude non é capaz de detectar satisfactoriamente a hipdétese nula
a partir dunha mostra finita. Por tanto, este test non é un bo método para contrastar
o verdadeiro nimero de modas dunha distribucién.

Contando isto nunha charla do Seminario de Iniciacion & Investigacion pretendia
ilustrar que en investigacion non todo sae ben. Igual que aconteceu coa nova proposta
de test, a maior parte das ideas xurdidas na etapa doutoral caen en saco roto. Coa
mina charla queria resaltar que iso non é algo que estea ben ou mal, senén que é
algo normal e intrinseco & carreira investigadora.
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Introduccion

Las Algebras de Hopf nacen a mediados del siglo pasado como una herramienta
mds topoldgica que algebraica. Aparecen por vez primera en los estudios de Heinz
Hopf sobre cohomologia de grupos de Lie compactos. A partir de mediados de los
anos 60, estas estructuras empiezan a ser estudiadas desde un punto de vista pura-
mente algebraico, gracias sobre todo a las aportaciones de Sweedler, destacando la
publicacién en 1969 de [4]. A pesar de todo, su importancia sufrié un gran crecimien-
to a partir de la década de los 80, cuando se convirtieron en el contexto adecuado
para el estudio de las soluciones de la Ecuacién Cudntica de Yang-Baxter (QYBE),
gracias a las aportaciones de Drinfeld junto con Jimbo en [1].

Algebras de Hopf

En esta seccion se tratard de abordar el concepto de algebra de Hopf, partiendo
de sus estructuras subyacentes mas simples: algebra, codlgebra y bidlgebra. Ademas,
se denotard por K un cuerpo arbitrario.

Definicién 1. Una K-dlgebra es una terna (V,p,n) donde V' es un K-espacio Vec-
torial junto con los morfismos K-lineales multiplicacion, pu: VRV — V', y unidad,
n: K — V', que hacen conmutativos los siguientes diagramas:

id 7 7
VoVveVv Y _yvev KoV ™Y yvey®y ok
lid\/@# lu \l“/
VeV " 1% 1%

Figura 1: Asociatividad y propiedad de la unidad.

PALABRAS CLAVE: dlgebra; codlgebra; bidlgebra; algebra de Hopf; Ecuaciéon Cuéntica de
Yang-Baxter; algebra de Hopf trenzada.
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Ademds, se dird que una K-dlgebra es conmutativa si se verifica que p = p°?,
donde u? == p o 1y siendo Ty el isomorfismo de K-espacios vectoriales:

TvyviV®V—>V®V
TRQUYr— Yy .

Serd también de especial relevancia la nocién de morfismo de algebras.

Definicién 2. Sean (V,puy,nv) y (W, pw,nw) K-dlgebras. Una aplicacion K-lineal
f:V— W se dice morfismo de K-dlgebras si verifica:

pw o (f® f) = fouy,
fonv =nw.

Se procederd entonces a definir el concepto de codlgebra, que se conoce como
la estructura dual de un &algebra. Estas se obtienen invirtiendo las flechas de los
morfismos que intervienen en la definicién de algebra.

Definiciéon 3. Una K-codlgebra es una terna (V,A,e) donde V' es un K-FEspacio
Vectorial junto con los morfismos K-lineales comultiplicacion, A: V —V ® V,y
counidad, e: 'V — K, los cuales deben hacer conmutativos los siguientes diagramas:

A

1% VeV KQV~—7VV VoK
e R
VeV e yeveVv 1%

Figura 2: Coasociatividad y propiedad de la counidad.

Ademds, se dird que una K-codlgebra es coconmutativa si A = AP, donde
ACOP = TV,V o A

De la misma manera, también se define el concepto de morfismo de codlgebras.

Definicién 4. Sean (V, Ay, ey) y (W, Aw,ew) K-codlgebras. Una aplicacion K-lineal
f:V— W se dice morfismo de K-codlgebras si cumple:

(f®f)oAy =Awo f,
€Wof:€v.

Naturalmente, cabe preguntarse qué estructura adquirira el K-espacio vectorial
V* := Hom(V,K) en funcién de la estructura de dlgebra o de codlgebra que presente
el K-espacio vectorial V. Esta relacién se establece en el siguiente resultado.
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Proposicién 1 (Underwood, [3]).
1. Si (V,A e) es una K-codlgebra, entonces V* admite estructura de K-dlgebra.

2. Si (V,pu,n) es una K-dlgebra de dimension finita, entonces V* admite estruc-
tura de K-codlgebra.

La siguiente etapa del camino que se recorre para definir dlgebra de Hopf pasa
por abordar el concepto de bidlgebra, que se trata de un K-espacio vectorial que
presenta simultaneamente estructura de dlgebra y codlgebra. Estas estructuras de-
ben relacionarse de una manera determinada, la cual se establece en el siguiente
lema.

Lema 1 (Condicién de compatibilidad, Kassel, [2]). Sean (V,u,n) una K-dlgebra y
(V,A,e) una K-codlgebra. Son equivalentes:

1. p yn son morfismos de K-codlgebras.
2. A ye son morfismos de K-dlgebras.

Definicién 5. Una K-bidlgebra es una quintupla (V,u,n,A, ) donde (V,u,n) es
una K-dlgebra, (V,A,e) es una K-codlgebra y ademds se verifica la condicion de
compatibilidad dada por el Lema 1.

Antes de dar la definicién de algebra de Hopf es necesario introducir una opera-
cién sobre el conjunto Hom(W, V') donde W es una K-codlgebra y V una K-algebra.
Esta operacién se conoce como la convolucion.

Definicién 6. Sean (V, uy,ny) una K-dlgebra, (W, Ay, ew) una K-codlgebra y f,g € Hom(W, V).
La convolucion de f con g, f * g, viene dada por la siguiente composicion:

f*g=pyo(f®g)oAy € Hom(W,V).

Proposicién 2 (Underwood, [3]). Si (V, py,nv) es una K-dlgebra y (W, Aw, ew) una
K-codlgebra, entonces (Hom(W, V'), *) es un monoide con elemento neutro ny o ey .

Como consecuencia de este resultado, si (V, uy,ny, Ay, ey ) es una K-bidlgebra,
entonces (End(V),*) es un monoide con neutro ny o ey . La convolucién lleva a la
definicién de antipodo.

Definicién 7. Sea (V, u,n, A, e) una K-bidlgebra. Se denomina antipodo a una apli-
cacion K-lineal S € End(V') que verifica:

Sxidy =idy * S =noe.

En otras palabras, el antipodo es un inverso tanto por la derecha como por la iz-
quierda de idy para la convolucion.

Observacién 1. Ndtese que, en caso de existir un antipodo S € End(V), este es
1Unico.
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Entonces, ya se poseen todos los ingredientes necesarios para definir el concepto
de algebra de Hopf.

Definicién 8. Una K-dlgebra de Hopf es una 6-tupla (V, u,m, A, e,S) donde (V, u,n, A, €)
es una K-bidlgebra y existe un unico antipodo S € End(V).

Con el siguiente ejemplo se trataran de aclarar los conceptos de algebra, coalge-
bra, bidlgebra y algebra de Hopf que se han expuesto hasta el momento.

Ejemplo 1. Considérese V.= K[G] el K-espacio vectorial con base G, donde (G,-)
tiene estructura de grupo multiplicativo con elemento neutro e. Con las operaciones:

p: K[G] @ K[G] — K[G] A: K[G] — K[G] @ K[G]
rQyr—x-y Vr,ye G r—r®r VreG
n: K — KI[G] e: K[G] — K
lxk — e r—1lg VxeG

K[G] adopta estructura de K-bidlgebra. Se verifica ademds que existe un unico an-
tipodo S € End(K[G]). En efecto: témese x € G cualquiera,

Entonces, sobre cualquier elemento de G, en caso de existir antipodo, este debe
verificar que S(z) -z = x - S(x) = e,Yr € G. Por la unicidad del inverso de cada
elemento en un grupo, se deduce que:

S: K[G] — K[G]
r— b Vzed,

es el antipodo de K[G]. Por lo tanto, K[G] tiene estructura de K-dlgebra de Hopf.

Ecuacion Cuantica de Yang-Baxter

En esta seccion se tratard de relacionar la teoria de algebras de Hopf con las
soluciones de la Ecuacién Cuantica de Yang-Baxter. Esta relaciéon vendra dada a
partir de un tipo particular de algebras de Hopf, las llamadas algebras de Hopf
trenzadas.

Se comenzara introduciendo la definiciéon de la Ecuacién Cuéantica de Yang-
Baxter (QYBE). Dado un K-espacio vectorial V, se dice que ¢ € Aut(V ® V) es
solucion de QYBE si se cumple la igualdad que sigue:

(c®idy)o (idy ®c)o(c®idy) = (idy ®c) o (c®idy) o (idy & c). (1)



Brais Ramos Pérez SIT 19

Las soluciones de QYBE se denominan R-matrices y la ecuacién (1) se puede re-
presentar mediante el siguiente diagrama:

V Vv \%4 VeVvVeVvV VeVeV Vv |4 %4
c iidv _ - iidv c
I (% % I
1% 1% 1% J : 1% 1% 1%
| © |
| idv ﬁc_‘ E J \_cﬁ idy
: © ¢ R-matriz T :
® <
\% Vv \%4 B ® Vv \%4 %4
c iidv izdv c
\% % 1% VeVeV VeVvVeV 1% \%4 %

Figura 3: Ecuacién Cudntica de Yang-Baxter (QYBE).

Como ya se menciond previamente, el objetivo de esta seccidn serd relacionar la
teoria de dlgebras de Hopf con las soluciones de (1). Para tal fin, serd imprescindible
definir el concepto de dlgebra de Hopf trenzada. Se establece la siguiente notacion:
si V es una K-algebra de Hopf y R=),s; ®t; € V ® V, se denotara por

R13:Zi3i®1v®tz‘; R12:Zi3i®ti®1V; R23=Zilv®si®ti.

Definicién 9. Sea (V, u,n, A, e, S) una K-dlgebra de Hopf. Se dird que V' es una K-
dlgebra de Hopf trenzada si existe R=7)_,5,®t; € V@V inversible verificando
las siguientes condiciones:

A“P(z) = RA(x)R™IVz €V,
(A ®idy)(R) = Ri3Ras,
(idv ® A)(R) = Ri3Rq2.

A continuacidn, se enuncia la propiedad fundamental de las algebras de Hopf tren-
zadas.

Proposicién 3 (Kassel, [2]). Si (V, u,n, A, e, S, R) es una K-dlgebra de Hopf trenzada,
se cumple la siguiente igualdad:

RisR13R23 = RozR13R12.

En lo que sigue se verd como estas estructuras ayudan a la obtenciéon de R-matrices.
Sea (H,u,n,A, e, S, R) una K-algebra de Hopf trenzada con antipodo S € Aut(H),
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es decir, S inversible, y sean V' y W H-moédulos. Se define la aplicacion:
VoW —WwWeV
TRY Ztiy®5ixa

1

la cual cumple las propiedades enunciadas en el siguiente resultado.

Proposicién 4 (Kassel, [2]). Si U, V y W son H-mddulos en las hipdtesis previas,
entonces:

1. C\};,W es un isomorfismo de H-Mddulos.
2. (ctw ®idy) o (idv @ cw) o (chv ®idw) = (idw ® cfiy) o (clw @ idv) o (idy ® ¢t w ).

Entonces, si particularizamos el punto 2 de la proposicién anterioralUl = V = W
el mismo H-mddulo, se obtendria el resultado fundamental de esta seccién, que
relaciona la ecuacién QYBE (1) con las algebras de Hopf trenzadas: si V' es un
H-moédulo, c{}z’v es una R-matriz.

Conclusiones

Una vez probado el resultado anterior surgié la necesidad de obtener algebras
de Hopf trenzadas, pero los ejemplos iniciales no fueron sencillos ni tampoco muy
abundantes. Por ello, se planted la siguiente pregunta: jexiste algin método para la
obtencién de manera sistematica de algebras de Hopf trenzadas?

La respuesta a tal pregunta es afirmativa y se debe de nuevo a Drinfeld. El
propuso un método para la obtencién de un algebra de Hopf Trenzada a partir de
un algebra de Hopf cualquiera. Este se conoce en la actualidad como el Doble de
Drinfeld. Los detalles de su construccion para dimensién finita se pueden encontrar
en Kassel [2].

Por lo tanto, tomando un algebra de Hopf H de dimension finita arbitraria y
construyendo su Doble de Drinfeld asociado, D(H), todo médulo V' sobre D(H)

. .y . . .2 R
induce una solucién de (1) a partir de la aplicacién cy7y,.
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Resumen

En esta charla se explicé el contenido de una investigacién en la que se estu-
diaron los factores que inciden en el rezago estudiantil de los grados de la Facultad
de Ciencias Sociales de la Universidad de la Republica, Uruguay. Aplicando el mo-
delo de regresion logistica multinomial, se realizé un estudio de tipo transversal,
utilizando los datos de ingreso y egreso.

A partir de la generacion tedrica de tres categorias de rezago estudiantil: sin
rezago, rezago moderado y rezago fuerte, se construyé un modelo de efectos prin-
cipales, con un intervalo de confianza del 95 por ciento con categoria de referencia
sin rezago, buscando su relacién con diferentes variables independientes.

Introduccion

La Universidad de la Reptblica (Udelar), es la universidad méas importante de
Uruguay, cuenta con 135757 estudiantes activos y es publica, gratuita y sin restric-
ciones en el ingreso en la mayoria de sus carreras universitarias. Esto implica que
presenta niveles de desvinculacién y rezago mayores a su titulacién. Particularmen-
te la Facultad de Ciencias Sociales (FCS), es una de las facultades con mayores
niveles de rezago, siendo la duracién promedio real de las carreras el doble de lo
tedricamente establecido.

Se investigd para el caso de la FCS de la Udelar, los factores socioeconémicos,
individuales y de transicion a la vida adulta que intervienen en el fenémeno rezago.
Realizando un estudio de tipo transversal (al inicio y final de la carrera) de los egre-
sados de las cinco carreras de FCS entre 2014 y 2018. Los datos fueron recopilados
a través de los formularios de Egreso e Ingreso de la Udelar (5 bases de datos de
egresos desde 2014 a 2018 para analizar el egreso, y 15 bases de datos de ingresos
desde 2001 a 2015 para analizar los ingresos correspondientes a dichos egresos), im-
plicando un total de casos de 1066. Para su estudio se aplico el modelo de regresion
logistica multinomial.

Segiin Cea DAncona [4], la regresién logistica se utiliza para el andlisis de varia-
bles dependientes categoricas, buscando predecir la probabilidad de ocurrencia de

PALABRAS CLAVE: Regresién Logistica Multinomial; Rezago estudiantil; Aplicacién social
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un determinado evento a partir de los valores que presenten una serie de variables
categoricas y/o continuas analizadas, determinando el grado de relacién existente
entre las variables independientes y la variable dependiente y su significatividad.
En este sentido, la regresién logistica multinomial es més general debido a que la
variable dependiente puede tener mas de dos categorias.

Los supuestos de la regresién logistica multinomial son: tamano muestral eleva-
do; variables independientes relevantes para la prediccién de la variable dependiente;
ausencia de colinealidad entre las variables predictoras; aditividad; no-linealidad de
la variable dependiente; celdillas de no cero; y heterocedasticidad.

En el presente estudio, se considera la variable rezago estudiantil como variable
respuesta, con categorias las siguientes posibles categorias: sin rezago, rezago mode-
rado y rezago fuerte. Las distintas variables explicativas categdricas y sus respectivas
categorias vienen dadas en la Tabla 1.

Variable

Categorias

Nivel educativo de los padres

Hasta educacién media completa;
Educacién terciaria completa; No sabe

Posicién ocupacional principal
de los padres

Directivos; Técnicos; Gerentes;
Profesionales; Docentes; Otros; No sabe

Lugar de nacimiento

Montevideo; Interior; Exterior

Lugar de residencia al ingreso

Montevideo; Interior; Exterior

Lugar de residencia al egreso

Montevideo; Interior; Exterior

Tipo de bachillerato

Publico; Privado

Sexo

Varén; Mujer

Edad al ingreso

Directamente de secundaria (sin rezago);
Después de secundaria o con rezago en ella

Recepcién de becas

Si; No

Situacion laboral al ingreso

Trabajador; Desempleado; Inactivo

Situacion laboral al egreso

Trabajador; Desempleado; Inactivo

Otros estudios terciarios

Si; No

Participacién laboral durante
la carrera

Al comenzar y finalizar; Solo al finalizar;
Solo al comenzar; Ninguna

Cambios en independencia
durante la carrera

Disminucién; Aumento; Igual

Estado conyugal o unién libre
durante la carrera

Casado al comenzar y al finalizar;
Casado solo al comienzo;
Casado solo al final; Soltero

Maternidad /paternidad durante
la carrera

No; Desde el inicio;
No en el inicio y si al finalizar

Tabla 1: Variables explicativas y sus categoras.
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El modelo de regresion logistico multinomial

Sea Y una variable aleatoria categérica que puede pertenecer a K categorias
distintas. Sean X7, ..., X, variables explicativas categéricas. Supéngase una muestra
aleatéria simple de tamafo n, dada por {(y;, Z;1, ..., Tip) }i=1,...n, donde y; represen-
ta la categoria a la que pertenece la i-ésima observacién y w;1, ..., % denotan las
categorias de las p variables explicativas para el i-ésimo individuo. Supongamos tam-
bién que existen () combinaciones diferentes de valores de las variables explicativas
y para cada x4 = (Z41,...,2Zqp) con ¢ = 1,...,Q, existe una respuesta politémi-

a (yqu_,,,yqK)’ , con yg, denotando el nimero de observaciones pertenecientes a la
categoria k.

En el modelo de regresion logistico multinomial, la probabilidad de pertenecer
a la categoria j cuando los valores de las variables explicativas pertenecen a la
categoria g viene dada por

(Z? 0 BtkTqt)

I Vg=1,...Q:Vk=1,... K, 1
kq 1+Zk 1 eZt Oﬁthqt) Q ( )

donde los By, cont =1,....p, k=1,..., K, representan los coeficientes del modelo.

Ajuste del modelo y contraste de bondad de ajuste

Se aplic6 el modelo (1), de efectos principales, a los datos de egresados descritos
anteriormente, empleando todas las covariables. Para ello, la categoria sin rezago
es empleada como la categoria de referencia K. Ademas del ajuste del modelo, se
realizé un contraste de razén de verosimilitudes para determinar la significacién de
las covariables. Los resultados se muestran en la Tabla 2. Se obtiene que el modelo es
significativo estadisticamente (considerando 0.05 como nivel de significacién) debido
a que el p-valor resultante es menor que el nivel nominal.

Modelo | Criterios de ajuste de modelo | Razén de verosimilitudes
-2 x Log-verosimilitud Chi-cuadrado | gl | Sig.

Solo intercepto | 1752.736
Final | 1550.950 201.787 62 | 0.000

Tabla 2: Informacién sobre el ajuste del modelo.

A continuacién, a través del contraste de bondad de ajuste se observa qué tan
adecuado es el modelo para el ajuste de los datos. Las hipdtesis consideradas son:

e(Zf—o ﬂthqt)

Hy : Iy = zk e (XoF—o Bekqt)

Vg=1,...0Q;Vk=1,.., K,

G(Eilo BieTqt)
Zk; 1 e Zt ()Btk:xqt)

Hy : 1, 7é para algin ¢=1,....,Q, k=1,.... K.
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Para contrastar la hipdtesis nula se pueden utilizar el estadistico de Pearson o
el estadistico del Wilks, también llamado desvianza. El estadistico de Pearson viene

dado por
Q

K
_E :E : (Ygr — MqTrgr)?
- )
Mg,
q=1 k=1 a" gk

donde 74 representa la probabilidad pertenecer a la categoria k cuando se tiene la g-
ésima combinacién de las covariables, estimada mediante el modelo y m, representa
el nimero de veces que se repite la g-ésima combinacién de covariables.

Por otra parte, la desvianza viene dada por

S() (1)(77 yla~-ayn)_[’0 (/Bayla--ayn) )
donde (V) representa la log-verosimilitud del modelo saturado y Lél) representa la
log-verosimilitud del modelo ajustado, donde B denota el vector de coeficientes es-
timados en el modelo (1).

Si el p-valor asociado a los estadisticos (Pearson o Wilks) es mayor que 0.05 no
se puede rechazar hipdtesis nula (Hy) para este nivel de significacién, considerando
el modelo estimado aceptable para estimar las probabilidades de pertenencia de las
categorias de la variable dependiente. Los resultados de los contrastes aplicados a
los datos de egreso se encuentran en la Tabla 3. Debido a que los p-valores obtenidos
son 0.097 > 0.05 para Pearson y 0.279 > 0.05 para la desvianza, se puede considerar
que se ajustan bien los datos, ya que no se puede rechazar la hipétesis nula.

Chi-cuadrado | gl Sig.
Pearson | 1549.213 1478 | 0.097
Desvianza | 1509.465 1478 | 0.279

Tabla 3: Informacién sobre los contrastes de bondad de ajuste.

Pseudo-R2 del modelo

La calidad del ajuste del modelo se puede medir a través de distintos coeficientes
(todos pueden presentar valores entre 0y 1). El coeficiente pseudo-R2 de Mc-Fadden

viene dado por
A

donde Ay es la log-verosimilitud para el modelo ajustado y Ag es la correspondiente
al modelo nulo. Se considera de buena calidad el ajuste cuando esta entre 0.2 y 0.4.
Por otra parte, el coeficiente pseudo-R2 de Cox-Snell viene dado por

5 eAo %
=1—(— .
—e
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Por ltimo, el coeficiente pseudo-R2 de Nagelkerke tiene la forma

Ry = fies 7
1—etow

El coeficiente de Cox-Snell es poco interpretable, ya que puede ser proximo a cero
cuando hay pocos datos. Es preferible utilizar el coeficiente de Nagelkerke, el cual
se interpreta igual que el coeficiente de determinacién de la regresion lineal (cuanto
més cercano a 1 sea, mayor serd la capacidad de prediccién), pero es mas dificil
que presente valores cercanos a 1 (esto se debe tener en cuenta atin méas para el
fenémeno estudiado, ya que es sabido que las probleméticas estudiadas por las
ciencias sociales siempre implican multiples causas y es muy improbable abarcar
todas, por tanto es también improbable que presente valores cercanos a 1). En este
modelo los coeficientes pseudo-R2 presentan los siguientes valores: Cox-Snell (0.216),
Nagelkerke (0.244) y McFadden (0.112).

Como se puede observar en este modelo el valor del coeficiente de Mc-Fadden
es menor al rango entre 0.2 y 0.4 (0.112), lo que indica que no es un modelo malo,
pero segun esta métrica, tampoco es particularmente fuerte. Esto implica que las
variables identificadas en la teoria como relevantes para explicar el fenémeno no
lo explican para esta poblacién (lo cual es un gran hallazgo) y que, por tanto, es
necesario incorporar en estudios futuros variables referidas a otros tipos de factores
(por ejemplo, los institucionales, los cuales no estaban incluidos en las bases de
datos). El coeficiente de Cox-Snell es de 0.216 y el coeficiente de Nagelkerke es
0.244, siendo valores de ajuste aceptables.

Significacion y estimacion de los parametros

Consideramos como variables explicativas significativas estadisticamente para el
modelo aquellas que tienen una significacién menor a 0.05, estas son: EdadIngreso
(0.045), TrabajoING (0.003), OtrosEstudios (0.028), EstadoConyugalCuranteCa-
rrera (0.007), CambiosNivellndependencia (0.001) y MaternidadPaternidadCarrera
(0.002). Teniendo en cuenta solo estas variables, se realiza de nuevo el ajuste del
modelo. La interpretacion de los parametros del modelo es la que sigue: Los odds
ratio (By, = efk) cambian cuando la i-ésima variable explicativa regresora se in-
crementa en una unidad. De esta forma, si By, > 0, el odds ratio se incrementa;
cuando B < 0, el odds ratio decrece; y si By, = 0, el factor es igual a uno, lo que
hace que el odds ratio no varie. En la aplicacion a los datos de egreso, se obtienen
las siguientes conclusiones.

Rezago moderado: Entre los que mantienen su estado de independencia durante
la carrera, la probabilidad de no rezagarse (frente al rezago moderado) es 0.560 veces
mayor que entre los que aumentan su nivel de independencia durante la carrera
(By < 0). Entre los que ingresan a FCS inmediatamente después de finalizar sus
estudios en secundaria (y sin rezago en ella), la probabilidad de obtener rezago
moderado (frente a no rezago) es 1.549 veces mayor que entre los que ingresan
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después (By, > 0). Entre los que estdn desempleados al comenzar la carrera, la
probabilidad de rezago moderado (frente a no rezago) es 1.698 veces mayor que entre
los que estan inactivos (By, > 0). Por tltimo, en el grupo sin estudios terciarios
previos, la probabilidad de rezago moderado (frente a no rezago) es 1.610 veces
mayor que en el grupo con estudios terciarios previos.

Rezago fuerte: Dentro de quienes se casan o realizan unién libre durante la
carrera, la probabilidad de rezago fuerte (frente a no rezago) es 1.986 veces mayor
que entre los que no estaban casados o realizaron unién libre durante la carrera y
tampoco lo estaban al finalizarla (B, > 0). Entre los que mantienen su estado de
independencia durante la carrera, la probabilidad de rezago fuerte es 0.413 veces
mayor que entre los que aumentan su nivel de independencia durante la carrera
(B < 0). Dentro del grupo de los que son padres/madres por primera vez durante
la carrera, la probabilidad de rezago fuerte (frente a no rezago) es 3.525 veces mayor
que entre los que no tenian hijos ni los tuvieron durante la carrera (By, > 0). Entre
los desempleados al comenzar la carrera, la probabilidad de rezago fuerte (frente a
no rezago) es 2.361 veces mayor que entre los que estaban inactivos (By, > 0). Por
ultimo, entre quienes no tienen estudios terciarios previos, la probabilidad de rezago
moderado (frente a no rezago) es 1.782 veces mayor que entre los que no los poseen
(Bu > 0).

Resultados finales y conclusiones

El estar desempleado al comenzar la carrera lleva a que las personas se rezaguen
tanto de forma moderada como fuerte. Por otro lado, la edad al ingreso solo es
significativa en el rezago moderado, siendo que a mayor edad al ingresar menores
posibilidades de rezagarse. Sin embargo, esto no sucede con el rezago fuerte, donde
la edad al ingresar no es significativa. El hecho de poseer otros estudios terciarios
implica tener menos probabilidades de rezagarse tanto de forma moderada como
de forma fuerte. A su vez, los hechos de transicién a la vida adulta, en este caso
comenzar a trabajar; iniciar la maternidad /paternidad; casarse o mudarse del hogar
de origen explican en gran medida que los egresados se hayan rezagado de forma
fuerte, siendo solo uno de estos determinantes del rezago moderado (aumentar el
nivel de independencia de la vivienda de origen).

El hecho de que el modelo haya presentado coeficientes pseudo-R2 bajos, que se
encuentran un poco por debajo de los estdndares esperados, implica que los factores
identificados por la literatura y antecedentes como influyentes en las trayectorias
educativas no cumplen ese rol en la mayoria de los casos en esta cohorte, por lo
que resultara pertinente del estudio de otros factores mencionados por la literatura,
como son los factores institucionales.
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Introduccion

Maurits Cornelis Escher visit6 por primera vez la Alhambra (Granada) en 1922.
Las obras nazaries del lugar le inspiraron para elaborar sus obras conocidas como
las teselaciones de Escher (véase [9]). Una teselacién es una manera de rellenar el
plano (sin dejar huecos) con piezas generadas por un mismo molde.

Estas configuraciones geométricas tienen muchas propiedades buenas. Por ejem-
plo, con conocer una pieza y las transformaciones que dejan la teselacién fija pode-
mos reconstruir la teselacion. Sin embargo, también tienen limitaciones; por ejemplo,
no existen teselaciones del plano usando pentagonos regulares.

Este resumen busca inspirarse de estas construcciones geométricas para dar la
definicién de espacio homogéneo. Finalmente, se recomiendan algunos textos basicos
con los que introducirse en la investigacién de los espacios homogéneos.

Teselaciones

Sea P = R? el plano infinito. Diremos que una tesela 7" es un conjunto compacto
y conexo en el plano P. Es decir, es una figura geométrica construida por un molde.

e

Figura 1: Manuel Sada. Teselaciones n® 91 y n® 51 de M.C. Escher, donde las teselas
estan resaltadas ([9]).

Diremos que dos teselas T'y T’ son congruentes si existe un movimiento rigido
(es decir, que preserva las distancias) F': P — P del plano tal que F(T) = T'.

PALABRAS CLAVE: Teselaciones; Grupos de Lie; Espacios homogéneos.
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Es decir, dos teselas son congruentes si estdn hechas por el mismo molde, aunque
podrian situarse en posiciones diferentes del plano. Las teselas marcadas en la Figura
1 son ejemplos de teselas congruentes.

Una teselacién (el nombre especifico es "monohedral tiling”) es una unién de
teselas congruentes, de manera que dos teselas solo pueden intersecarse en los bordes.
Es decir, una teselacién es una manera de rellenar el plano P con piezas generadas
por el mismo molde y sin dejar huecos. Veamos algunos ejemplos de teselaciones:

Figura 2: Manuel Sada. Teselaciones n® 78 y n® 11 de M.C. Escher ([9]).

Consideremos ahora G el grupo de movimientos rigidos que dejan fija una tese-
lacién, es decir, que a toda tesela la envia a otra tesela del teselado. Este grupo de
movimientos satisface la siguiente propiedad: dadas dos teselas T'y T” cualesquiera
del teselado existe un movimiento rigido F' € G tal que F(T') = T". Si sucede esto
se dice que la accién de G en el teselado es transitiva.

Esta propiedad nos permite simplificar el estudio del teselado a estudiar la forma
de una sola tesela. Para reconstruir el teselado, sélo tenemos que seguir los pasos
definidos por el grupo G, es decir, el grupo hace el papel de una receta.

Para finalizar con las teselaciones, veamos algunas curiosidades. Las teselaciones
pueden definirse en espacios no planos. Por ejemplo, en esferas o en el disco de
Poincaré, como podemos ver en Figura 3 y Figura 4, respectivamente.

Figura 3: Teselaciones n® 20 y n® 25 de M.C. Escher en esferas. Imagenes obtenidas
de [5].
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Figura 4: M. C. Escher. " Circle Limit 17(1958) y ”Circle Limit II1I”7(1959). Imégenes
obtenidas de [1].

La curiosidad final es que no se puede utilizar el molde que queramos para hacer
una teselacién. Los tnicos poligonos regulares con los que se puede teselar el plano
son los tridngulos, los cuadrados y los hexdgonos. El estudio de las teselaciones no
es un campo de estudio cerrado: en 2017, Michael Rao [8], public6 un articulo donde
probaba todas las configuraciones posibles de teselaciones formadas por pentdgonos
CONVeXOs.
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Figura 5: Olena Shmahalo. Las 15 configuraciones de teselaciones de pentagonos
convexos ([10]).

Espacios homogéneos

Con estas ideas en mente de las teselaciones, vamos a introducir los espacios
homogéneos. En primer lugar, diremos que (G, -) es un grupo de Lie si es un grupo y
las operaciones multiplicacion e inverso son diferenciables. Veamos algunos ejemplos
de grupos de Lie:

[ (Rn,+).

» (GL(n,R),-), donde GL(n,R) es el conjunto abierto de R" definido por las
matrices invertibles y - es la multiplicacién de matrices.

= (O(n),-) donde O(n) es el subgrupo cerrado de GL(n,R) de las matrices or-
togonales.
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Una superficie homogénea M es una superficie en la que actia transitivamente
un grupo de Lie G. Es decir, los elementos del grupo de Lie f € G deben identificarse
con aplicaciones diferenciables f : M — M de la superficie. La transitividad de la
accion quiere decir que: dados dos puntos p,q € M, existe una funcién f € G tal
que f(p) = q. El primer ejemplo de superficie homogénea es el plano R? donde actiia
el grupo G = R? x O(2) que es el grupo de translaciones seguidas de una rotacion.
Otros ejemplos son: la esfera, donde actiia O(3) (el grupo de rotaciones de R3) y el
disco de Poincaré donde actia el grupo de Lie G = SO(2, 1), véase Figura 6.

Figura 6: Disco de Poincaré y esfera.

Noétese que la idea principal de las teselaciones se repiten en los espacios ho-
mogéneos. En este caso, el grupo de Lie G hace el papel de la receta con la que
reconstruir la geometria de la superficie homogénea a partir de un inico punto.

. Qué es la geometria de la superficie homogénea? Para responder a esta pre-
gunta, es mejor responder cémo es posible dotar de geometria a una superficie, en
general. Consideremos el fibrado tangente de M, esto es, TM = UpenTp,M, don-
de T,M es el espacio tangente de la superficie en el punto p. Es decir, T,M es el
plano que mejor aproxima a la superficie en el punto p, véanse en Figura 7 algunos
ejemplos de planos tangentes de la esfera.

Figura 7: Jo Nelson. Planos tangentes en una esfera ([6]).

La mejor manera de imaginarse este espacio es un traje de lentejuelas y la
construccién de este espacio tiene muchas similitudes con la construccion de la
teselacion, aqui los espacios tangentes (lentejuelas) son disjuntos, al igual que los
moldes de las teselas solo intersecan en los bordes. Hay que tener en cuenta que las
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lentejuelas pegan como el cuerpo les manda que se peguen, de esta manera podemos
pasar informacién de unas lentejuelas a otras.

La geometria de una superficie vendra dada por la eleccién de una manera de
medir en cada una de las lentejuelas de M. Y esa manera de medir viene dada por
un producto escalar de este modo: dar una manera de medir en la superficie M es
dar un producto escalar g, para cada T,M, p € M. Es decir, cada (T,M, g,) cumple
el papel de molde.

Para finalizar, las superficies homogéneas cumplen la propiedad fundamental de
las teselaciones: es suficiente con saber la geometria en un punto, (1T,M, gp), v la
receta G de la superficie homogénea para impregnar a toda la superficie homogénea
de esa geometria.

Utilicemos esta construccién para dotar de geometria al plano R? y al disco de
Poincaré D = B((0,0), 1), definido sobre la bola abierta de centro (0,0) y radio 1.
Primero hay que darse cuenta que el disco de Poincaré es un abierto de R%. En
ambos ejemplos nos fijamos en el centro, es decir, el punto (0,0) € R? y (0,0) € D.
Los espacios tangentes en ese punto son: T(O,O)]Rz ~ R? y To,0D = R2. Ademss,
en ambos tangentes podemos definir el producto escalar usual de R?. Sin embargo,
también hay que recordar que los grupos que actian son R? x O(2) y SO(2,1),
respectivamente en R? y D. Estos grupos son tan diferentes que las geometrias que
producen en cada espacio son totalmente diferentes.

N

Figura 8: Geodésicas del disco de Poincaré y del plano.

La Figura 8 muestra que las curvas que minimizan la distancia en D y R? son
totalmente diferentes, en el disco son las curvas mostradas en la primera imagen y
en el plano son las rectas.

Los espacios homogéneos son una generalizacién de las superficies homogéneas
para dimensiones arbitrarias.

Introduccion a la investigacion de espacios homogéneos

Esta seccion final estd dedicada a responder la pregunta: ;qué debo estudiar si
quiero introducirme en la investigacién en espacios homogéneos? De modo que, si
alguien se siente inspirado por este resumen y le gustaria profundizar en el estudio
de los espacios homogéneos tenga unas herramientas bésicas donde profundizar.
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En primer lugar deberia afianzarse el conocimiento en variedades diferenciables

y variedades de Riemann. Para ello, recomendaria los libros [2] y [3], en ese orden.
A continuacién es también necesario un conocimiento bésico sobre grupos de Lie,
por lo que recomendaria los primeros dos capitulos de [11]. Con estos conocimientos
previos, ya seriamos capaces de entender los espacios homogéneos y sus utilidades,
para lo que recomendaria el capitulo 11 del libro [7]. Para afianzar los conocimientos
y profundizar mucho mas, recomendaria los dos tomos del libro de Kobayashi y
Nomizu [4] (estos libros son bastante més dificiles de leer).
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Introducion

A presenza de sentenzas cuantificadas na linguaxe humana é continua e xoga
un papel fundamental tanto a nivel de significado como de expresividade, sendo
considerablemente frecuentes aquelas que inclien termos vagos ou imprecisos. En
calquera ambito da vida cotid atopamos expresiéns cuantificadas imprecisas como

“mais ou menos a metade dos xogadores son altos”, “na maior parte dos concellos
galegos a incidencia de coronavirus é baixa” ou o propio titulo deste traballo, “falan-
do de todo un pouco”, que nos permiten resumir a informacién de forma que sexa
mais comprensible para o cerebro humano.

Falaremos de cuantificacion borrosa para referirmonos ao fenémeno da cuantifi-
cacién lingiiistica en presenza da vaguidade propia da linguaxe natural. Para o seu
modelado, que se converteu nun problema de grande interese en multiples campos
da intelixencia artificial, serd necesario disponer dun procedemento formal que nos
permita avaliar a veracidade dunha sentenza cuantificada, ainda cando esta inclia
termos imprecisos. Denominaremos a estes procedementos modelos de cuantifica-
cién borrosa, cuxo comportamento esté caracterizado polo cumprimento ou non de
certas propiedades matemadticas (a continuidade, a monotonia, etc.).

Preliminares

Na Teoria de Conxuntos, o concepto intuitivo de conxunto, que aqui denomina-
remos conxunto nitido é o dunha coleccién de obxectos tales que a sta pertenza a
el esta totalmente determinada. No caso de considerar subconxuntos dun conxunto
total (ou universo do discurso) X, os conxuntos nitidos estan caracterizados pola
sta funcion caracteristica, que pode tomar unicamente os valores 0 ou 1.

En contraposicién a esta nocidén clara de pertenza, na linguaxe natural atopamos
con frecuencia certa ambigiiidade & hora de decidir se un elemento pertence ou non
a un conxunto. Para permitir expresar esta incerteza, Lofti A. Zadeh introduciu o
concepto de conxunto borroso dun universo do discurso [4] como unha xeneralizacién
dos conxuntos nitidos, estendendo a funcién caracteristica para que poida tomar
calquera valor en [0, 1].

PALABRAS CLAVE: modelos de cuantificacién; 16xica borrosa; procesamento da linguaxe natural
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Definicion 1. Un conxunto ~borroso A do universo do discurso X é un conzunto
nitido de pares ordenados: A = {(w,MA (:c)) |z € X}, onde p; € unha funcidn,
pi: X —[0,1].

O valor p ; (x) denota o grao de pertenza de x ao conxunto borroso A. Canto
mais preto estea este valor de 1, méis clara sera a pertenza de z a A.

Para ilustrar este novo concepto, pensemos nas cualidades de ser unha persoa
de estatura alta, media ou baixa, para as cales parece dificil establecer uns limites
precisos. Entén, poderfamos representalas mediante os conxuntos borrosos B, C e
D, respectivamente, utilizando as funciéns de pertenza da Figura 1.

Hi Ue Hp

14
Hg5 (%)

ue(x)

up(x) .
120 130 140 150 160 170 180* 190 200 210 220
Altura (cm)

Figura 1: Graficas das funciéns de pertenza dos conxuntos borrosos B , CeD.

Operacions entre conxuntos borrosos

Na Teoria de Conxuntos definense tres operaciéns fundamentais: interseccion,
union e complementario. E posible xeneralizalas para o caso dos conxuntos borrosos
mediante a familia das T-normas, T-conormas e negaciéns estritas, respectivamente.

Definicién 2. Unha T-norma € unha funcion T : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] conmutativa,
asociativa e mondtona crecente tal que T (x,1) =T (1,x) = x para todo x € [0,1].

Definicién 3. Unha T-conorma é unha funcion C : [0,1] x [0,1] — [0,1] conmuta-
tiva, asociativa e mondtona crecente tal que C (z,0) = C(0,x) = = para todo x €
[0, 1].

Definicién 4. Unha megacidon estrita é unha funcion N : [0,1] — [0, 1] mondtona
decrecente, involutiva e que cumpre as condicions de fronteira N(0) =1 e N(1) = 0.

As operaciéns mais habituais para estas familias, as mesmas que considera Zadeh
en [4], son T(xz,y) = min{x,y} como T-norma, C(z,y) = méx{z,y} como T-
conorma e a funcién N(z) =1 — z como negacién estrita.

Definicién 5. Dados dous conzuntos borrosos A e B do universo do discurso X,
definimos a sta interseccion, AN B, a sta union, AU B, e o complementario de
A, Ac, mediante os conzuntos borrosos dados, respectivamente, por:

T(pj(x), pp(r)),ve € X,

Cluz(), pple)), Ve € X,
N(uj(@)),va € X,

i ()
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onde T € unha T-norma, C unha T-conorma e N unha negacion estrita.

Modelos de cuantificacion e as suas definicions

Pédese considerar que foi Lofti Zadeh o primeiro en abordar o modelado da
cuantificacién borrosa utilizando a stia Teorfa de Conxuntos Borrosos [5]. Para ilus-
trar este proceso de modelado, pensemos nunha frase como a seguinte: “Gran parte
dos bos estudantes de matemaéticas son altos”. “Gran parte” é o cuantificador da
sentenza, que Zadeh propuxo identificar cun conxunto borroso definido nun inter-
valo I C R. Por simplicidade, aqui consideraremos sé cuantificadores relativos, os
cales representan cantidades en relacién a un total. Tamén atopamos o conxunto
(nitido) de elementos ao que fai referencia o cuantificador, o conxunto referencial,
FE, composto polos estudantes de matematicas. Finalmente, identificaremos as cua-
lidades que a sentenza afirma que existen no referencial, denominadas argumentos,
tamén mediante conxuntos borrosos. Neste caso, os argumentos son as cualidades
de ser unha persoa alta e de ser bo estudante.

Os modelos de cuantificacién son un método que nos permite combinar unha
medida de cardinalidade dos argumentos da sentenza co conxunto borroso asociado
ao cuantificador, dunha forma que sexa posible obter o grao de cumprimento da
sentenza, que serda un valor no intervalo [0,1], de maneira que, canto méis preto de
1 estea, mais se axustard a sentenza & realidade dos datos.

Como vemos, seguindo esta aproximacion proposta por Zadeh para o modelado
da cuantificaciéon, un concepto fundamental vai ser o do cardinal dun conxunto bo-
rToso0, que non resulta tan intuitivo como o dun conxunto nitido. Como consecuencia,
existen diferentes propostas estendendo de distintas formas o cardinal clésico.

O modelo de Zadeh

Imos centrarnos no modelo de cuantificacién proposto polo mesmo Zadeh [5],
que debido a sua sinxeleza e a sua reducida complexidade computacional é o mais
conecido e utilizado na préactica. Antes de introducilo, é necesario definir o cardinal
no que se basea, o sigma-count relativo, que expresa a proporcion de elementos dun
conxunto borroso que se atopan noutro conxunto borroso.

Definicién 6. Sexa E un universo do discurso e A, D conzuntos borrosos de E.
Definese o X- Count dun conzunto borroso como a suma dos graos de pertenza do
conzunto, € dicir,

»- Count(A) = Z pie).

eckE

O cardinal sigma-count relativo de A con respecto D definese como

- = > min(ug(e), ppe))
= 3-Count(AND) (g (e
Y- Count(A4/D) := S Comt(D) %Mb(e) 5 SQZND( ) # 0,

eck
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¥-Count(A4/D) =0 5€ZMD(€) =0.
ecE

Definicion 7. Dado un cuantificador QQ e dous conzuntos borrosos Ae l~?, definimos
o modelo de Zadeh mediante a sequinte expresion:

Z0(A/D) = pg (z-coum(A/D)) .
Propiedades desexables

Para poder avaliar o comportamento que presentan diferentes modelos, no sen-
tido de que os resultados obtidos suponan una interpretacion coherente e apropiada
dos datos descritos, propuxéronse unha serie de propiedades matematicas que todo
modelo deberfa satisfacer (véxase [1]). Algunhas delas representan casos nos que
o resultado da avaliaciéon se conece intuitivamente, mentres que outras responden
a requirimentos relacionados coa utilidade practica dos modelos. A continuacion,
introducimos algunhas delas, considerando sempre que ) é o cuantificador da sen-
tenza a avaliar e A e D os argumentos, todos eles representados mediante conxuntos
borrosos.

Definicién 8. Sexan A e D dous conzuntos nitidos tales que |D| # 0. Diremos que
un modelo I' cumpre a propiedade de xeneralizaciéon correcta se:

ro(4/0) = o (254

Definicién 9. Sezan Q1 e Q2 dous cuantificadores tales que pg, (x) < pug,(x) para
todo x € I. Diremos que un modelo I' cumpre a propiedade de monotonia se:

Lo, (A/D) < Ta,(4/D).
Definicién 10. Sexa T' unha T-norma e Q,Q", Q™ cuantificadores tales que:
po(x) = T(ug+(x), ug-(x)) para todo x € [0,1].
Diremos que un modelo I' cumpre a propiedade de descomposicion se:
To(A/D)=T(Tg+(A/D),To-(A/D)).

Definicion 11. Diremos que o modelo I' cumpre a propiedade de continuidade se,
dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo A’ e D' conzuntos borrosos sobre E, se

d ((fl, D), (4, D’)) = méx (rneaEX | a(e) = g (e)] s méx |y (e) - Nﬁ/(e)o <9,

‘FQ(A/E) ~To(A/D)| <.
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As tres seguintes propiedades estan relacionadas cun concepto linguistico fun-
damental: a negacién. Antes de introducilas é necesario dar as seguintes definiciéns.

Definicién 12. Dado A un conzunto borroso do universo do discurso X = [a,b] e N
unha negacion estrita, definimos o seu complementario, Ac, o seu antéonimo, Aant,
e o seu dual, Aguar, mediante as sequintes expresions:

= i, (x) = N(pg(z)), para todo z € X,
» pg (x)=pz(b—x), para todo x € X,
- HAdual (:B) = HAcant (ﬂf) = N(HA(b - I))u pa’f’a tOdO €T € X

Definicion 13. Se N € unha negacion estrita, diremos que o modelo I' cumpre a
propiedade de

- negacion externa se Tg(A/D) =N (FQC(A/D)) .
- negacién interna ou antonimia se 'g(A/D) =Tq,,,(Ac/D).
- dualidade se Tg,,,(Ac/D) = N (FQC(A/D)> .

E sinxelo probar que o modelo de Zadeh satisfai a xeneralizacion correcta, a mo-
notonia e a descomposicién utilizando a definicién do modelo. En xeral, a propiedade
de continuidade non se cumpre. En canto ds propiedades de negacién, a negacion
externa satisfaise no modelo de Zadeh, pero non a antonimia nin a dualidade.

Ademais, o modelo de Zadeh presenta un problema adicional derivado de utilizar
o cardinal ¥- Count, o cofiecido como efecto acumulativo [2], que pode provocar que
moitos graos de pertenza baixos alcancen o mesmo valor que s6 uns poucos graos de
pertenza altos, obtendo o mesmo resultado en dias situaciéns totalmente diferentes.

Estudo empirico

A pesar dos problemas evidenciados na seccién anterior, non atopamos estudos
concluintes sobre o impacto que poderia ter na practica o uso dun modelo que
presentase estas deficiencias a nivel teérico. Entén, centrandonos no incumprimento
da antonimia e o efecto acumulativo, realizamos un estudo empirico que mostrara
o posible impacto destes defectos tedricos no comportamento do modelo de Zadeh
durante a interaccién entre un axente conversacional e os seus usuarios.

Con este obxectivo construimos Quanversa!, un prototipo de axente conversa-
cional desenado para facer recomendaciéns segundo a informacién meteoroléxica
disportiible e que manexa expresiéns lingiiisticas cuantificadas mediante modelos de
cuantificacién borrosa. En particular, o axente dispén do modelo de Zadeh e dun
modelo que propuxemos para o noso traballo [2], o cal inclie as modificaciéns im-
prescindibles no modelo de Zadeh para superar os dous problemas mencionados no
ambito de aplicacién do axente.

Thttps://demos.citius.usc.es/quanversa/
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Con conversaciéns entre Quanversa e usuarios, realizamos un estudo empirico [2],
cuxo punto de partida era a seguinte hipdtese de investigacion: “A interacciéon cun
axente conversacional resulta mais consistente e de maior utilidade para os usuarios
cando este agrega os datos mediante o modelo de Zadeh modificado que cando o fai
co modelo de Zadeh orixinal”. Para tratar de validala, desenamos un cuestionario que
permitia que os participantes valorasen a consistencia e a utilidade dunha serie de
conversacions reais entre o axente e un usuario. A aplicacién do test non paramétrico
de McNemar, xunto cunha andlise descritiva dos resultados obtidos, permitiunos
validar a hipdtese proposta.

Conclusions e posibles ampliacions

A realidade é que ningtin modelo de cuantificacién desenado seguindo a aproxi-
macién proposta por Zadeh pode cumprir todas as propiedades desexables, debido a
que os conxuntos borrosos xunto coas stias operacions non presentan unha estrutura
de Alxebra de Bool. Isto pode provocar comportamentos incorrectos en determina-
das situaciéns que é importante ter en conta & hora de utilizalos na practica.

De feito, comprobamos [2] dende unha perspectiva pragmatica que os usuarios
perciben os problemas derivados do incumprimento da antonimia e o efecto acumu-
lativo no modelo de Zadeh durante a interaccién cun axente conversacional.

A imposibilidade destes modelos de cumprir todas as propiedades simultanea-
mente, impulsou a definicién de novos marcos de estudo para a cuantificaciéon bo-
rrosa. Destaca a Teoria de Representacién por Niveis [3], desenvolvida moi recen-
temente, que se trata dunha alternativa 4 Teoria de Conxuntos Borrosos para a
representacion da vaguidade que permite definir mecanismos que si verifican todas
as propiedades matematicas desexables.
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Introduccion

Se presentara el método de cuadratura de convolucién para aproximar integrales
de convolucién. Se aproximara la convolucién entre dos funciones f y g mediante una
convolucién discreta con los valores de g sobre una malla. Los pesos de cuadratura se
determinan mediante la transformada de Laplace de la funcién f (funcién llamada
con frecuencia el nicleo de convolucién), un integrador de tipo Runge-Kutta y la
férmula integral de Cauchy. Se seguirdn los pasos presentados en [1] y [2] para
métodos lineales multipaso y en [3] para Runge-Kutta. Finalmente se mostrardn
resultados sobre problemas sencillos.

Desarrollo del método

Queremos resolver la siguiente integral de convolucién:

y(t) = f*g(t) = /0 f(t—71)g(r)dr.

Para ello, tomaremos una malla uniforme en tiempo de pardmetro A de modo
que t; = ih y buscaremos una féormula de aproximacion de tipo convolucion discreta:

Y(tnt1) = Ynt1 = brA™! Z W#—k(f)gk
k=0

Generalmente conoceremos la transformada de Laplace f (s) de la funcién f y no
la propia funcién, de modo que tomaremos como datos del problema las funciones
g(t) v f(s), llegando al siguiente problema:

y(t) = £ g(t) = /0 £t — 7)g(r)dr,

c+ioco R
=5 [ el

2mi —ico

PALABRAS CLAVE: Convolucién; Cuadratura; Runge-Kutta; Integrales.
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donde, introduciendo la expresién de f(¢) en funcién de su Transformada de
Laplace, se obtiene

y(t) = 2; / _:o f(s) (eSt /0 t e_STg(T)dT> ds.

Podemos reescribir la expresién como:

c+ioco .
y(t) = — / F(s)as(t)ds,

B % —ioco
donde ,(t) = et 7 e=*7g(7)dr es solucién del problema de Cauchy:

a'(t) = sa(t) + g(b),
z(0) = 0.

El siguiente paso serd utilizar un integrador numeérico para aproximar la solu-
cién z4(t). Histéricamente, se comenzé utilizando métodos lineales multipaso. En
este trabajo utilizaremos métodos de tipo Runge-Kutta. Esto se debe a que, en
ciertos problemas, son necesarios métodos A-estables y no existen métodos linea-
les multipaso A-estables de ordenes mayores que 2. Como contrapartida deberemos
realizar calculos con matrices en lugar de con escalares como pasa en el caso de
métodos lineales multipaso.

Dado un integrador de tipo Runge-Kutta, representado por su tabla de Butcher:

c| A
bT

Para resolver la EDO 2/(t) = f(t,z), definimos t,; := t, + ¢;h de modo que
expresamos cada paso del método como:

m
Tni = Tn + h E aijf(tn’j,$n7j), 1=1,...,m,
Jj=1

m
Tptl = Tp + hz bif(tn,ia xn,i)-
=1

Para el uso del integrador Runge-Kutta en nuestro método, necesitamos que se
cumplan las siguientes condiciones:

= La matriz A es no singular.
= Fl método Runge-Kutta es A-estable.

= Kl método cumple que bTA_lf> =1.
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Una condicién suficiente para bTAflT> = 1 es que el método sea rigidamente
preciso.
Introducimos la aproximacién de z(t) por un método Runge-Kutta que cumple
las condiciones anteriores, obteniendo
1 ctico
f(s)zpds para todo n € N.

c—ioco

yn:%

Realizaremos una transformada Z

c+ioco . oo
Zyn+1z 2 = f(s) (Z $n+1zn> ds.

C—100

Buscaremos expresar » >~ Z,412" en funcién de los datos. Si particularizamos, para
la EDO que queremos resolver, la expresion del método Runge-Kutta y operando
para simplificar las expresiones obtenidas se llega a:

0o A —1 o
Z Tpt12" = bl AL < ;LZ) - SI) Z gn2",
n=0 n=0

Alz) = A1 = oA T AL,

Utilizando el resultado anterior, obtenemos:
(1 [ 1 (AR) ! n
Zyn+1z 7;) (27” /Cioo f(s)vm A (h — sl gnds | 2z

Buscaremos transformar esta expresién en:

oo mm

ni:;)yn—i-lz =Y 2> By (2 — /CC_HOO f(s) [(D _ SI)*1:|kj ds) o

n=0 k=0 j=0 —leo

de modo que los términos del interior de las integrales sean escalares, por lo que
podremos utilizar el Teorema de Cauchy.

Por simplicidad vamos a suponer que A(z)/h = L,D,L;' es una matriz diago-
nalizable, y tomamos la descomposicion en la base candnica:

m
L;lgn = Zajej, (bTA 1L Zﬂkek
j=1
Podemos reescribir la expresién b7 A1 (A(Z) sl ) Jn, llegando a:

i i Bra; [(Dzﬁ - 5])_1} "

k=0 j=0 J
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Como D, j — sI tiene estructura diagonal podemos calcular explicitamente su
inversa

1 . .
_ -1 _ s StJ = k’
[(Dz,h sI) ]kj - { k() en otro caso,

donde A; es el elemento de la posicién jj de la matriz D, j,.
Introduciendo esta expresion en la integral de convolucion:

fe'e) o m m 1 c+ioco
n __ = ¢ _ -1 n
Sz =333 e (5 [ 0507 as) o
n=0 n=0 k=0 j=0
Dada la sucesién de curvas ¢, formadas por —¢, 1y ¢ 2, siendo:

Gn1(t) = c+it, Gna2(t) = c+ne'.

Tenemos que, por el teorema de Cauchy:

fo) = 2%“ ) Sfis))\ds.

Tomando limites podemos calcular las integrales que estabamos buscando.

f(s)

1 c+ioco R 1 R
: 1) gg— L gy — ) gs 1
27 Jotjoo A— S 2min—oe  Jy 85— A bn1 ST A

ds = f(),

ya que el limite de las integrales sobre las curvas ¢, 2 es 0, pues la funcién f (s)

estd acotada cuando la parte real de s tiende a infinito por ser una transformada de
Laplace.

_ Para simplificar la notacién, definimos a partir de f(s) una funcién matricial
fiAeMpyxm(C) = My, xm(C) tal que:
f(A) = LAIA)ALAjl.
[ﬁA] ::{ f([DA]kj) sij =k,
kj

0 en otro caso.

Con lo que reescribimos las series de potencias en funcién de f.

00 00 L A(Z)
n __ T 1 n
St = 344 (5 o

Calcularemos la serie de potencias de f ¥> utilizando el teorema de Cauchy

y una aproximacién por el método de los trapecios:

(50 - §W£<f>z”,
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HEIN
Wi, =5 |Hd

qu(f) ~ RL / <A(};e)> C™ siendo C' = e L.
=0

Esta aproximacion tiene orden exponencial y por lo tanto no deberia afectar al
orden global del método.
Finalmente, utilizando la formula de Cauchy para sumas infinitas llegamos a:

> un" = (bTA‘l > Wﬁ_mgk)
n=0 n=0 k=0

De modo que igualando términos de la serie de potencias obtenemos la expresion
general del método:

i2m

f <> C™ siendo C' = e'L .

Resultados numéricos

Para las pruebas numéricas utilizaremos los métodos Runge-Kutta A-estables y
rigidamente precisos siguientes:

Radau ITA de 2 etapas (orden 3).

Lobato ITIC de 2 etapas (orden 2).

Radau IIA de 3 etapas (orden 5).

Lobato ITIC de 3 etapas (orden 4).

Resolveremos el siguiente test académico, que tiene relevancia en el contexto
de las ecuaciones de ondas transitorias. Sea ¢(t) la funcién constante igual a 1.
Resolveremos el problema cuya solucién exacta es una funcién escalén:

5(15_1)*9(75):/0 5(t—r—1)9<7>d72{ (1)22;

En la Figura 1 podemos ver los resultados. Se puede apreciar cémo los métodos
con mayor orden de convergencia proporcionan resultados mas precisos, asi como
perturbaciones mds pequenas en las proximidades del salto.
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2-stage Radau lIA 2-stage Lobatto IIIC

5 :
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

3-stage Radau IIA 3-stage Lobatto IIIC

5 R L N L . L R L L N L N L L L L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Figura 1: Resultado utilizando métodos rigidamente precisos.

Conclusiones y Continuacion

El método de cuadratura de convolucién basado en integradores de tipo Runge-
Kutta presenta ventajas con respecto a los basados en métodos lineales mul-
tipaso en casos que necesitemos A-estabilidad.

Se han obtenido resultados numéricos aceptables, obteniendo un orden de
convergencia cercano al orden del esquema Runge-Kutta utilizado.

Seria necesario realizar un anélisis numérico completo del método para poder
confirmar las hipétesis que podemos realizar con los resultados numéricos.

Parece que con una buena eleccién de los pardametros de discretizacién R y
L no intervienen en el orden. Seria necesaria un estudio méas profundo para
poder confirmarlo.
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Introduccion

La Geometria Algebraica tiene su origen en el estudio de los objetos geométricos
que anulan polinomios en varias variables, esto es, de los conjuntos algebraicos. En

este trabajo k serd un cuerpo algebraicamente cerrado y A™ el n-espacio afin sobre
k.

Definiciéon 1. Un conjunto algebraico afin es un conjunto de puntos del espacio
afin A" que se anulan para todos los polinomios de un ideal a < k [z ..., zy].

El conjunto algebraico afin asociado al ideal a < k [z ..., z,] es:
v(ia) ={P e A" | f(P)=0VYf € a}

Tomando como cerrados estos conjuntos se tiene una topologia, llamada la topologia
de Zariski en A™.

Definicién 2. FEl ideal asociado a un conjunto algebraico afin 'Y es el conjunto de
polinomios que se anulan en él,

i(Y)={f €klrs...,2n] | f(P)=0,¥P e YY}.

Definicién 3. El radical de un ideal a se define como rad(a) ={f | f" € a, r € N}.
Cuando a = rad(a), se dice que el ideal a es un ideal radical.

Por ejemplo, en k[z], rad((z?)) = (z).

Teorema 1 (Teorema de los ceros de Hilbert). Para todo ideal a <k [z ...,x,], se
verifica que i(v(a)) = rad(a). Esto es, el ideal asociado a un conjunto algebraico
afin es un ideal radical.

Corolario 1. Ezxiste una correspondencia biunivoca, dada por v e i entre:

Enk[zy...,x,) En A"
Ideales radicales  +— Conjuntos algebraicos afines
Ideales primos +— Conjuntos algebraicos afines irreducibles
Ideales mazrimales <+— Puntos

PALABRAS CLAVE: esquemas afines; esquemas; haces; anillos; espacio locamente anillado.
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De esta manera, tenemos un diccionario algebro-geométrico, que nos permite
relacionar ciertos ideales del anillo de polinomios con subconjuntos algebraicos de
A"™ y traducir propiedades geométricas en algebraicas y viceversa.

Definicion 4. Se define el anillo de coordenadas de un conjunto algebraico afin

Y como

M >~ Hom(Y, Al%:)

Estos anillos de coordenadas son k-algebras de tipo finito reducidas (sin nilpo-
tentes) y se tiene una correspondencia entre los conjuntos algebraicos afines sobre k
y las k-algebras finitamente generadas reducidas. A cada conjunto algebraico afin Y’
se le asocia su anillo de coordenadas A[Y]. Reciprocamente, cada k-algebra de tipo
finito reducida B se puede expresar como cociente del anillo de polinomios como
sigue:

para un cierto a radical, pudiéndosele asignar el conjunto algebraico v(a).

Esquemas

En la Geometria Algebraica clasica, los conjuntos algebraicos afines sobre k no
estan definidos de manera intrinseca, sino que son subconjuntos de A™ y estan rela-
cionados con ciertos anillos finitamente generados reducidos. Dado que el compor-
tamiento de otros anillos como Z o Z[i] es similar al de estos anillos de coordenadas,
serfa interesante estudiar su geometria (de hecho, esto ha supuesto la base de una
gran unificacién entre teorfa de nimeros y geometria).

Por otra parte, si consideramos la interseccién de la parabola y = 22 y la recta
y = 0 como conjuntos algebraicos, el anillo de coordenadas asociado a la interseccién
en Geometria Algebraica clasica seria

kla] _
(z)
Geométricamente lo identificariamos como un punto, pero de alguna forma estamos
perdiendo informacién puesto que se trata de un punto doble. Al no considerar el
anillo
klz,y]  kla]
(y—a?y)  (2?)

no lo podemos distinguir de un punto ordinario.

Debido a estas ideas, entre otras, se plantea la conveniencia de trabajar con
anillos conmutativos unitarios, en vez de con k-algebras de tipo finito reducidas, y
tratar de asociar a estos anillos cierta geometria. Esto motivé, a mediados del siglo
XX, la introduccién de la teoria de esquemas por Alexander Grothendieck.
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Definicion 5. Un esquema es un espacio localmente anillado, localmente isomorfo
a un esquema afin.

Un espacio localmente anillado es un par (X, Ox), donde X es un espacio topo-
légico, Ox es un haz de anillos sobre X, que satisface que:

Ox.p= h’_r)n Ox (U) limite directo sobre entornos abiertos U de P,

llamado tallo del haz estructural en el punto P, es un anillo local (i.e. s6lo tiene un
unico ideal maximal).

Intuitivamente, un haz Ox es un objeto matematico que nos da las buenas
funciones en los abiertos del espacio geométrico. Pensemos en el haz de funciones
continuas de un espacio topoldgico o bien en el haz de funciones diferenciables de
una variedad diferenciable (que también es un espacio anillado). Para cada abierto
U C X el conjunto de estas funciones, I'(D(f),Oy) = {g: U — k}, con la suma
y multiplicacién habituales, es un anillo conmutativo y unitario. El tallo del haz
estructural se corresponde con la idea de gérmenes de funciones: el conjunto de las
funciones definidas en el entorno de un punto P es un anillo local, donde el tinico
maximal viene dado por las funciones anuldndose en dicho punto, de manera que si
f(P) # 0, entonces existe una inversa para f en un entorno de P.

Para entender qué es un esquema afin, primero introduciremos el espectro de
una anillo.

Definicién 6. Dado un anillo conmutativo y unitario, A, consideremos:
1. FEl conjunto Spec A de los ideales primos de A:
Spec A = {p< A |p ideal primo} .
2. Tomando como cerrados los conjuntos de la formav(a) = {p € Spec A | a C p}.

se define una topologia sobre Spec A: la topologia de Zariski. Para este espacio
topoldgico se tiene la siguiente base de abiertos:

D(f) = Spec A\v(f) = {p € Spec A| f ¢ p}

3. Definimos en Spec A el haz estructural o de funciones regulares, Ogpec A,
que en los abiertos bdsicos D(f) es la localizacion del anillo en las potencias
de f:

F(D(f)aospecA) = Af =A [f_l] = {fgn | f,g€ Ane N}v
es decir, el anillo de funciones racionales cuyo denominador son potencias de

f, siendo las secciones globales el propio anillo: I'(Spec A, Ogpec 4) = A.

Definicion 7. Un esquema afin es un espacio anillado isomorfo al espectro de un
anillo (Spec A, Ospec A).

Como los esquemas afines estdn completamente caracterizados por sus anillos
de secciones globales y localmente los esquemas son esquemas afines, localmente la
Geometria Algebraica es Algebra Conmutativa. Son dos facetas de la misma teorfa.
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Conjuntos algebraicos afines

Veamos algunos ejemplos de esquemas afines. Empecemos retomando los conjun-
tos algebraicos afines que vimos en la introduccién. Estos se asocian a los esquemas
dados por el espectro del anillo de coordenadas de dicho conjunto algebraico, que
recordemos era una k-algebra finitamente generada y reducida

Spec A[Y] :=

Recordemos que en la Geometria Algebraica Clasica habia una correspondencia
entre puntos geométricos e ideales maximales. Sin embargo, como los puntos del
espectro se corresponden con todos los ideales primos del anillo, no sélo los ideales
maximales, en el esquema afin vamos a tener “puntos” que no considerabamos como
tal en el conjunto algebraico.

Ejemplo 1. Speck = {(0)} es un unico punto, ya que un cuerpo tiene un unico ideal
pPrimo.

Ejemplo 2. La recta afin, como esquema, es el espectro del anillo de polinomios en
una variable:

A} = Speck[z] = {{x —a) | a € k} U{{0)}.

Los ideales maximales (x — a) son puntos cerrados, pues su clausura topoldgica es
V ({x —a)) = (x — a). Se corresponden con los puntos cldsicos x = a de la recta afin,
como cabia esperar. Pero tenemos ademds el punto (0), punto que no es cerrado,
pero que es denso en Al pues claramente V ({0)) = Al. El haz estructural de este
esquema viene dado por cocientes de polinomios

r(0(1).00p) = el (1] = {200 7. € il |

Ejemplo 3. El plano afin es el espectro del anillo de polinomios en dos variables:
A2 = Spec k[z,y] = {{x —a,y —b), (f) | f irreducible} U {{0)}.

Los ideales mazimales (x — a,y — b) son los puntos cerrados, que se corresponden
con los puntos (a,b) ordinarios del plano. Los ideales primos principales (f) son
puntos no cerrados, que se corresponden geométricamente con las curvas irreduci-
bles del plano. El ideal primo (0) nuevamente verifica que es denso en A%. El haz
estructural en los abiertos bdsicos viene dado por funciones racionales:

(D), Opz) = Kla,y) [f71] = {M}
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: : 2
Figura 1: Espectro de Af

Esquemas aritméticos

Los espectros de anillos finitamente generados sobre Z se llaman esquemas arit-
méticos y surgen sobre todo en el contexto de la teoria de niimeros. El mas simple
es el espectro de los ntimeros enteros, que viene dado por los ideales principales
generados por un numero primo y el ideal (0):

SpecZ = {(0),(2), (3),(5), ...}

Los ideales generados por numeros primos son puntos cerrados, sin embargo el
ideal (0) es denso pues v((0)) = SpecZ. Un ejemplo de conjunto cerrado de este
espacio es v((6)) = {(2), (3)}, cuyos elementos vienen dados por los ideales genera-
dos por los divisores primos de 6. El abierto basico complementario serd entonces
D((6)) = SpecZ \ {(2),(3)} y el haz estructural de SpecZ en dicho abierto vendria
dado por:

m
Ospeca(D((6)) = { g m. k€ Z}.
En general, en este espacio los cerrados son de la forma v((n)) para algin n € Z

y estan formados por los ideales generados por los divisores primos de n, que son
puntos cerrados en Spec Z.

) ) 5) ) 1) 0)

Figura 2: Espectro de Z
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Esquemas no afines

Los esquemas arbitrarios, localmente se asemejan a esquemas afines (como los
abiertos de las variedades diferenciables a abiertos de R™). Por tanto, un esquema
admite un recubrimiento abierto X = J U;, tal que los (UZ-, @) X|Ui) son esquemas
afines.

El espacio proyectivo P} es un ejemplo importante de esquema que no es afin,
pero que se obtiene pegando esquemas afines. Sin entrar en detalles, el recubrimiento
por abiertos afines viene dado por

U; = Speck [mo’ ey &..., a:n} ~ A},
donde z; significa que se omite dicha variable. En geometria elemental, es sabido
que algunos problemas sélo se resuelven satisfactoriamente cuando consideramos el
espacio proyectivo en vez del espacio afin.
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Introducion

Durante moitos anos, e ainda ata hoxe, o deseno e a construcién de instrumentos
musicais realizase na sia maioria por artesans de forma empirica, a través de ensaio
e erro. Hoxe en dia, co aumento significativo da potencia computacional, os méto-
dos de optimizacion eficientes e as técnicas de modelado fisico mais precisas, hai un
argumento convincente para reavaliar o deseno de moitos instrumentos utilizando
un enfoque rigoroso, e evitando os procedementos a mitido custosos e lentos. A op-
timizacién do deseno de instrumentos musicais pode depender dunha variedade de
criterios (a mitdo complexos) como a afinacién, a facilidade para tocar o instrumen-
to (playability), a eficiencia da radiacién actstica, etc. Un aspecto bastante sinxelo,
aplicable a moitos instrumentos, é a optimizacién da forma das sias componentes
de resonancia, de tal forma que as vibracidns ocorren en frecuencias modais prede-
finidas. Neste traballo trataremos este aspecto en relacién co caso dos instrumentos
de percusién de mazo (xiléfono, marimba, etc.) como exemplo ilustrativo de como
certas ferramentas matematicas poden axudar ao deseno de instrumentos musicais
modernos. Os instrumentos de percusion tonal, como a marimba ou o vibrafono,
estdn compostos por unha serie de barras afinadas que irradian son cando son gol-
peadas por un mazo. Un aspecto importante da entoacion e da calidade timbrica
do instrumento estd conectado coa relacién entre as distintas frecuencias modais
das barras. Nunha barra de seccion transversal uniforme estas frecuencias non es-
tan relacionadas harménicamente (multiplos enteiros), unha caracteristica comin &
maioria dos instrumentos tonais. Polo tanto, a afinacién das barras adoita realizar-
se mediante un recorte na sua seccién transversal, de modo que as sias frecuencias
modais se alinan harmdénicamente, como se ilustra na Figura 1.

Alguns estudos foron publicados nos tiltimos anos sobre o deseno éptimo de ba-
rras utilizando varios enfoques de modelado e métodos de optimizacién [3, 4]. A
pesar destes avances, a optimizacién da sintonia das barras abordouse consideran-
do s6 os modos de flexién (vibraciéns unicamente verticais). Non obstante, algins
artigos [1] sinalaron a importancia dos modos de torsién (vibraciéns con compo-
nente vertical e lateral), que poden ter un efecto adverso significativo sobre o son

PALABRAS CLAVE: acustica musical; optimizacién; afinacién
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h o ~
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—
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Figura 1: Tres modos de flexién mais baixos e relacions de frecuencia correspondentes
nunha barra con seccién transversal uniforme (esquerda) e unha barra cun corte
tradicional (dereita).

x=0 x=1/2

(a) | A

Figura 2: (a) Descricién esquemadtica do corte discontinuo con ; (b) Exemplo de
mallado tetraédrico con representacién diferente.

da barra. Ademais, o contexto musical require unha tolerancia moi baixa para os
erros de afinacién e os modelos 1-D frecuentemente non reproducen as frecuencias
das barras reais dentro de tolerancias aceptables. En consecuencia, suxirese regular-
mente a necesidade de modelos de orde superior, con prediciéns de frecuencia mais
precisas [4]. Aqui proponemos o uso de modelos de elementos finitos 3D para: (1)
permitir a posibilidade de sintonizar os modos de flexién e torsién a un conxunto de
frecuencias predefinidas e (2) abordar o problema da precisién do modelo/afinacién.

Descricion do modelo

Un dos aspectos fundamentais para mellorar a converxencia do algoritmo de
optimizacion é ter a menor cantidade de variables de deseno, co fin de xerar o espazo
de pardmetros mais reducido permitido. En traballos recentes [5], utilizouse unha
forma de corte descontinua co obxectivo de aliviar a complexidade de fabricacién.
Esta definicién de perfil proporciona, nun espazo de parametros reducido, unha
gran diversidade de xeometrias posibles. Considérese unha barra uniforme cunha
lonxitude, ancho e alto determinados. A sia seccién transversal é enton sometida a
un corte simétrico que consiste nunha serie de cortes rectangulares, como se ilustra
na Figura 2(a). O corte definese entén polos 2N graos de liberdade (onde estan o
numero de cortes), ¢ dicir, as stas lonxitudes A, e as alturas h, asociadas. Esta
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elecciéon de xeometria leva a un conxunto de limites superior e inferior para cada

variable:

0< M << <A1 <A< L/2

Shshs.sivasivsl/ para n=1,2,3,...,N, (1)
hmin < hn < hO

onde hpni, define a priori un espesor minimo factible, motivado pola necesidade de
integridade estrutural. Entén, o perfil da seccién transversal descontinua vén dado
por

H(x) = (2)

hy, se A+l < A\ para n=1,2,3,..., N,
hg noutro caso,

con Ay4+1 = 0.

O célculo das frecuencias modais para barras socavadas realizouse aqui mediante
o modelado de elementos finitos en 3D. Para simplificar, considerouse un material
isétropo. A malla estaba composta por elementos tetraédricos non estruturados,
eventualmente refinados en diferentes etapas do proceso de optimizacion. A Figura
2(b) mostra dias mallas tipicas con renderizacién baixa e alta. As ecuacidns reitoras
da elasticidade tridimensional, derivadas da lei de Hooke (ecuaciéns de Navier),
finalmente conducen a un problema de autovalores xeneralizados:

([M] - wi[K])¥,, =0 (3)

onde w,, e ¥, son as frecuencias naturais e as formas modais da barra, respectiva-
mente.

A funcién obxectivo

Para a sintonizacién de multiples frecuencias modais a un conxunto de obxecti-
vos predefinido, os problemas de optimizaciéon deben incluir as desviacions entre as
frecuencias modeladas e as de destino. A aproximacién mais sinxela e mais utilizada
¢ definir unha tinica funcién de erro que describa todas as desviaciéns de frecuencia
que se deben minimizar. Para as barras, unha funcién positiva definida e (numerica-
mente) diferenciable deste tipo, que inclie os modos de flexién e torsién, vén dada
por:

Mo Gk = f N S (T MR) — £\
6(A7h’):]\413_0R Z(ﬁ, (ffi fl,m> +Z<f2,( f;i f2,> . (4)

m=1 r=1

onde f7,, e f1 (A, h) son as frecuencias obxectivo e modelada dos modos de flexién,

respectivamente; e f3 . e fo,.(A, h) os andlogos para os modos de torsion; M e R
)
son o numero de obxectivos en cada caso.
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Métodos de optimizacion

O uso de modelos 3-D de elementos finitos (FE) esixe unha atencién adicional
nos métodos de optimizacién a utilizar xa que, ao contrario dos modelos FE 1-D
mais simples, o problema de autovalores resultante asociado a unha barra de malla
3D é xeralmente custoso computacionalmente (1-10 segundos para cada avaliacién
de funcién). Ademais, dado que se sabe que a funcién obxectivo ten unha gran
cantidade de minimos locais suboptimos, o uso de esquemas tipicos de optimizacién
baseados en gradientes non é adecuado e os esquemas de optimizaciéon global son,
en xeral, mais apropiados. Existe unha gran variedade de métodos de optimizacion
global disponibles: algoritmos evolutivos, simulated annealing, colonia de formigas,
etc. Non obstante, os métodos mais utilizados con frecuencia dependen dun gran
nimero de avaliaciéns da funcién obxectivo. En consecuencia, dedicase atencién aos
esquemas de optimizacion globais que se consideran mais apropiados para funciéns
custosas, é dicir, aquelas que utilizan funciéns de base radial, comunmente chamadas
esquemas de optimizacién substitutos.

Algoritmos de optimizacion de substitucion

A esencia dos algoritmos de optimizacién de substitucion baséase na creacion
dunha funcién (subrogada) que se aproxime & funcién obxectivo baseada nun esque-
ma de interpolacién utilizando sé unhas poucas avaliaciéns de funciéns. A funcién
de substitucién serve entéon como guia para xerar solucions candidatas axeitadas.
Unha vez avaliadas as novas soluciéns candidatas, calctilase unha nova interpola-
cién, actualizando a funcién substituta e xerando novas soluciéns candidatas de
forma recursiva. Polo tanto, un algoritmo de optimizacién substituto alterna en-
tre ddas etapas: (1) construcién dun modelo substituto e (2) a busca dun minimo
usando a funcién substituta como guia. Aqui s6 se presenta un breve resumo dos
procedementos implicados nun algoritmo de optimizacién substituto. Para unha
descricién detallada, constltese por exemplo [2]. Na fase inicial, o algoritmo avalia
a funcién obxectivo f(x) en m puntos aleatorios {z1, ...,z } dentro do espazo de
pardmetros delimitado RY, dando como resultado os datos {fi,..., fm}. Despois,
pédese formular unha funcién substituta s(x) que interpola os distintos pares de
datos (z,, fm) definida mediante:

m
s(x) = Big(|lz + i) zeRY, (5)
i=1
onde || - || denota a norma euclidiana en RY; 8; € R para i = 1,...,m, e ¢(r) é a

funcién de base radial que se debe escoller (p. ex. ¢(r) = r3). En definitiva, este
procedemento de interpolacion redicese a resolver un sistema linear de m ecuaciéns
para os coeficientes ;.

Unha vez que se calcula unha funcién substituta s(z), o algoritmo busca novas
solucions candidatas. As novas soluciéns candidatas escéllense en funcién de dous
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criterios: (1) minimizar a funcién substituta e (2) situarse a unha distancia razoa-
ble dos puntos xa avaliados. Isto permite un equilibrio entre minimizar a funcién
obxectivo e proporcionar unha busca robusta no espazo de pardmetros. En resumo,
o algoritmo xera miles de puntos de mostra (xa que a avaliacién do substituto é
computacionalmente barata) e escéllese unha nova solucién candidata que minimice
unha determinada funcién de mérito, dada por exemplo por

M(x) = aS(z) + (1 — a)D(x), (6)

onde a € (0,1) é un factor de ponderacién; S(z) e D(z) son a funcién substituta
normalizada e a distancia normalizada aos puntos avaliados previamente, dadas por:

D(x) = dmax — d(T)

Smax — Smin dmax - dmin

$(z) — Smin
S(z) = =2 —mn , (7)
onde Smin € Smax SON 0s valores substitutos minimo e maximo entre os puntos mos-
trados, mentres que duyin € dmax sOn a distancia minima e maxima entre o punto
mostrado e un punto avaliado. Posteriormente, calctlase o valor da funcién obxec-

tivo para a nova soluciéon candidata e o procedemento continia repetidamente.

Resultados

Usando o método de optimizacién descrito anteriormente, calcularonse varias
xeometrias optimizadas para os cortes da barra, para varios conxuntos de frecuen-
cias obxectivo. Algunhas destas formas optimizadas foron construidas e probadas
experimentalmente, como se mostra na Figura 3. As barras foron feitas de aluminio e
o corte fabricouse mediante unha fresadora CNC cunha tolerancia de erro estimada
de +0.05mm. Escolleuse a frecuencia base de forma que corresponda aproximada-
mente ao rexistro inferior dun vibrafono tipico (175 Hz). En xeral, os resultados
foron moi satisfactorios, con frecuencias medidas que non se desvian das frecuencias
obxectivo en non mdis de 15 cents (unidade musical que se usa habitualmente para
medir a afinacién). Estes resultados demostran a viabilidade do uso de métodos
modernos para optimizar e fabricar barras dun xeito relativamente sinxelo e rapido.
Ademais, hai que ter en conta que as barras presentadas aqui tefien seis modos de
sintonia, mentres que as tipicas sé tenien dous ou tres.

En conclusion, presentamos un exemplo ilustrativo de como se poden utilizar
ferramentas computacionais modernas no desefio de instrumentos musicais, a tra-
vés da optimizacién da forma das stias componentes resonantes. No contexto dos
instrumentos de percusién con mazo, demostrouse que as barras optimizadas po-
den sintonizar con precisién ata seis frecuencias, en lugar das ddas ou tres comuns.
Ademais, as calidades timbricas da barra non se limitan 4 relacién de afinacién
tradicional (1 : 4 : 10), xa que se pode escoller calquera conxunto de frecuencias
obxectivo. Isto permite aos fabricantes certa flexibilidade & hora de moldear o tim-
bre do instrumento variando as sias relaciéns de afinaciéon. Ademais, os resoadores
acusticos tamén se optimizaron para ter modos actsticos sintonizados a un conxunto
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(1:4:10:16/4:16) (1:4:10:16]6:18)  (1:4:10:16|5:20)

Figura 3: Barras de aluminio optimizadas. Para cada caso, mdstranse as relaciéns
de frecuencia obxectivo correspondentes, onde os dous ultimos valores corresponden
aos modos de torsién.

especifico de frecuencias obxectivo. Isto poderia aportar unha nova calidade a estes
instrumentos, xa que agora podemos combinar multiples frecuencias da barra cos
distintos modos acusticos dos resoadores e xerar e aumentar a radiacién acustica a
multiples frecuencias, en lugar de sé a fundamental, como ocorre nos instrumentos
tradicionais.
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Introducion

As matematicas, se ben non curan enfermidades de forma directa, son unha
ferramenta indispensable & hora de predecir e explicar cémo se propaga unha deter-
minada enfermidade ou de qué forma se desenvolve un tipo de cancro.

A epidemioloxia é unha rama da medicina que estuda a incidencia de enfermi-
dades infecciosas e o seu desenvolvemento sobre unha determinada poblacién. Neste
ambito é importante conecer as diferenzas entre unha epidemia e unha endemia.

Unha epidemia prodicese cando unha enfermidade infecciosa se propaga rapi-
damente sobre unha poboacién determinada, afectando simultaneamente a un gran
nimero de persoas durante un periodo de tempo concreto. Algins exemplos son
o ébola ou a malaria. Por outra parte, o termo endemia fai referencia a presencia
habitual dun axente infeccioso nunha determinada zona xeografica ou poboacién, é
dicir, unha enfermidade que prevalece de maneira habitual nunha zona determina-
da. Este é o caso por exemplo de enfermidades como o sarampelo ou a sida. Cando
unha epidemia se extende a distintos paises recibe o nome de pandemia.

Desde a antigiiidade, o ser humano viuse afectado por enfermidades de tipo
infeccioso, que se expandian rapidamente e ameazaban con acabar coa vida de po-
boaciéns enteiras. E probable entén que o home formulara xa teorias acerca da
natureza das enfermidades infecciosas desde moito tempo atrés, pero o primeiro es-
crito conecido dun estudo matematico dunha enfermidade infecciosa, a variola, foi
publicado en 1760 por Daniel Bernoulli.

Non foi ata principios do século XX cando apareceron novos modelos mate-
maticos con mais trazos en comun cos actuais, como o deseniado para predicir a
enfermidade do sarampelo por W. H. Hamer en 1906 ou o creado por R. Ross sobre
a malaria en 1902.

O que hoxe conecemos como epidemioloxia moderna tivo orixe no ano 1927,
co traballo realizado por W. O. Kermack e A. G. McKendrick, dous matemaéticos
que desenaron o reconiecido modelo SIR. Este é considerado o modelo base e é de
tipo compartimental, é dicir, clasifica aos individuos dunha determinada poboacién
en distintos grupos, dependendo da situacién na que se atope cada individuo en

PALABRAS CLAVE: modelos epidemioldxicos; ecuacidns diferenciais; modelo SIR; modelo SEIR;
enfermidade infecciosa;

o7
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relacion 4 enfermidade. Tamén estableceron o que hoxe se cofiece como o teorema
umbral da epidemioloxia, que determina a priori se unha enfermidade é realmente
unha ameaza para a poblacion.

Desde este descubrimento propuxéronse e analizaronse numerosos modelos de-
seniados a partir de ecuaciéns diferenciais, cuxo obxetivo era describir a propagacion
de enfermidades provocadas por novos axentes infecciosos. Isto convertiu 4 modeli-
zacién nunha ferramenta fundamental neste ambito. Entre eles destacan os modelos
SIS, SEIR, SIRS, SEIS, MSIR ou o SI, cuxos procesos de adaptacién a cada un dos
axentes infecciosos desencadearon a aparicién de novos compartimentos e pardme-
tros.

Modelo SIR

Introducion

Nesta seccion introduciremos o primeiro modelo para estudar a evolucién dunha
epidemia disefiado por W. O. Kermack e A. G. McKendrick. Recibiu o nome de
modelo SIR e deu inicio & epidemioloxia matematica moderna a finais do primero
cuarto do século XX. O modelo divide & poboacién en tres grupos:

= Susceptibles: individuos sans que poden ser contaxiados polos que portan a
enfermidade, que é o segundo grupo que considera o modelo. Abreviadamente,
identificarémolo por S de susceptibles.

s Infectados: individuos enfermos que poden transmitir a enfermidade. Identifi-
carémolo por I de infectados.

= Recuperados: individuos que se recuperaron da enfermidade ou que faleceron
a causa dela, é dicir, tanto os individuos que pasaron a enfermidade e xa non
volveran a formar parte do grupo dos susceptibles como os que faleceron por
culpa dela. Identificarémolo por R de recuperados.

Unha das hipdteses mais relevantes é que supén que o nimero N de individuos
da poboacion é constante, no sentido de que non se tefien en conta nin os nacementos
nin as mortes que non foron causadas pola enfermidade no periodo de tempo durante
o cal se desenvolve a infeccién; e a poboacién é pechada, é dicir, tampouco se
consideran as migraciéns (entrada e saida de individuos). Esta hipétese addptase
adecuadamente a situaciéns nas que a escala de tempo da enfermidade é moito mais
rapida que a escala de tempo de nacementos e mortes alleas a ela, polo que podemos
ignorar os efectos demograficos desta ultima sobre a poboacién.

Estéa claro entén que

S+I+R=N (1)

¢ dicir, a suma dos individuos de cada compartimento é o total.
O modelo representa a evolucién da enfermidade a partir de dous fluxos de
individuos: de susceptibles a infectados e de infectados a recuperados. Por un lado,
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os individuos susceptibles pasaran a ser infectados en algiin momento debido &
capacidade destes ultimos de transmitir a enfermidade. Por outro, os infectados
que se recuperen ou que morran a causa dela pasaran a formar parte do grupo dos
recuperados.

O modelo asume que un recuperado nunca volve a ser susceptible, é dicir, que
tras pasar a enfermidade os individuos adquiren inmunidade.

A velocidade coa que se produza o paso de individuos dun compartimento a
outro dependerd de dous pardametros que se adoitan denotar por 3 e 7.

O parametro J representa a taxa de infeccion, é dicir, a probabilidade de que no
contacto entre un susceptible e un infectado, o susceptible se contaxie da enfermida-
de. Tamén é conecida como a probabilidade de contaxio e xoga un papel importante
no paso de individuos do grupo dos susceptibles ao dos infectados, xa que determi-
na a velocidade 4 que isto sucede. Depende maioritariamente da enfermidade e das
medidas sanitarias de prevencién establecidas. Na maioria dos casos non é sinxelo
obter o seu valor.

O parametro -, conecido como a taxa de recuperacion, representa o nimero de
individuos en promedio que se recuperan ou que morren a causa da enfermidade
dentro do grupo de individuos infectados. Serd un factor importante & hora de
calcular a velocidade de paso de individuos do grupo de infectados ao de recuperados.
A partir deste pardmetro podemos definir o chamado periodo infeccioso como 1/7,
que é o tempo no que o individuo infectado pode contaxiar a individuos susceptibles.

Todo o anterior podémolo esquematizar como aparece na Figura 1, que repre-
senta os tres compartimentos que considera este modelo, as direcciéns nas que os
individuos pasan de formar parte dun grupo a formar parte doutro e os parametros

Ben.

BSI

2R

Figura 1: Diagrama representativo do modelo SIR epidémico.

Formulacion matematica

Seguiremos nesta seccién o Capitulo 3.3 de [4] e o apartado A Simple Epidemic
Model de [2]. Sexan S(t), I(t) y R(t) as tres funciéns que representaran o nimero
de individuos de cada grupo nun determinado instante ¢. A dindmica do SIR vén
dada por tres ecuaciéns diferenciais que dan lugar ao seguiente sistema:

S(t) = —BSMI), (2)
I = (BS) - I, (3)
R(t) = ~It). (4)

E sinxelo comprobar que a suma das ecuacions (2), (3) e (4) da cero, o cal ten sentido
xa que S(t) + I(t) + R(t) = N e o modelo supén que N é constante. Xustificaremos
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a continuacién as ecuacions do modelo.

A derivada de S, S’, representa a variacién que se produce no grupo dos suscep-
tibles e este cambio vird determinado polos que pasan a formar parte do grupo dos
infectados.

O grupo de recuperados R sé pode crecer xa que a medida que pase o tempo
seran mais os infectados que pasen a enfermidade (incluindo os que falecen a causa
dela) e ningin dos recuperados volve ser susceptible, polo que a derivada de R é
positiva.

O nimero de individuos que disminua no grupo dos susceptibles aumentara no
grupo dos infectados e o nimero de individuos que aumente no grupo de recuperados
disminuira no grupo de infectados.

Analise do modelo

Pico da infeccion

Para predicir como vai evolucionar a transmision dunha enfermidade nunha
determinada poboacion é de interese estimar un valor conecido como nimero re-
productivo bésico e denotado por Ry. E de gran utilidade para conecer a priori un
brote epidémico e preparar asi unha resposta de prevencién acorde & sta gravidade.
Este novo concepto estard intimamente ligado coa evoluciéon do grupo de individuos
infectados como veremos a continuacién. Seguiremos o Capitulo 2 de [5] y a primera
parte do Capitulo 3 de [3].

Para estudar o crecemento e decrecemento da funcién I, determinaremos os
seus puntos criticos igualando a sia derivada a cero e tendo en conta que I(0) >
0 xa que, para que a enfermidade se propague, ten que haber como minimo un
individuo infectado no momento inicial. Atoparémonos con duas situaciéns distintas

dependendo de se S(0) < /B ou S(0) > /5.

= Se S(0) < /B, entén I'(0) é negativa. Como ademdis S é decrecente, cimprese
que S(t) < S(0) < /B para todo t > 0, polo que I'(t) é negativa para todo
t > 0. En consecuencia a funcién I decrece ata que toma o valor 0 e entén non
hai epidemia.

= Se S(0) > /B, I primeiro crece ata un maximo alcanzado no instante to tal
que S(tp) = v/B, é dicir, cando I'(tg) = 0. Isto quere dicir que o ntmero
maximo de individuos infectados alcanzarase antes ou despois dependendo
da probabilidade de contaxio e da taxa de recuperacién da enfermidade que
estemos estudando. O méximo de I serd conecido como o pico da infeccién e
atoparémonos ante unha epidemia.

O valor 55(0)/~ é o que se conece como a cantidade umbral, o valor que debe ser
rebasado para que tenia lugar un brote epidémico que afecte & poboacién durante
un periodo de tempo considerable. Para todos os modelos de epidemias (entre eles o
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SIR) é precisamente o nimero reproductivo bésico, que denotamos por Ry, é dicir,

o= 220, (5)

g
O pardametro Ry determinard a priori se a enfermidade é realmente unha ameaza
para a poboacién desencadeando unha epidemia, ou se, pola contra, desaparecera
nun periodo de tempo corto. Isto sto dependerd de se Ry > 1 ou Ry < 1.

Cabe destacar que no caso no que Ry > 1 é habitual considerar r(t) = 5S(t)/~,
que nos permite calcular o niimero reproductivo en cada instante t. Estd claro que
Ry se corresponde co valor da funcién r no instante inicial, é dicir, Ry = 7(0), que
é o que mais util resulta para predicir a evolucién a priori. Tendo en conta isto e
considerando %y o instante no que se alcanza o pico da infeccién, observamos que se
cumpren as seguintes equivalencias:

I'(t) >0, te(0,t), S(t)> %, te(0,t), r(t) > 1, te€(0,t),
I'(t) =0, t=t, & ¢ St = %, t = to, Serit)=1, t=to,
I'(t) <0, te(tg,0). S(t) <%, te (to,00) r(t) <1, te (tg,o0)

Evolucion da enfermidade a largo prazo

Por un lado, o grupo de individuos susceptibles vai disminuir ao longo do tempo,
polo que o niimero maximo de individuos que alcanzara o grupo S serd no momento
inicial e por outro, o grupo de individuos recuperados aumentara ao longo do tempo,
polo que a funcién R terda un minimo en ¢t = 0.

Logo temos que 0 < S(t) < S(0) < N e 0= R(0) < R(t) < N para todo ¢t > 0
e isto implica que existen os limites limy_,o0 S(t) e limy_,0 R(t), que denotaremos
por S(00) e R(00) respectivamente. Como consecuencia, I(oco) = N — S(c0) — R(00)
tamén existe. Isto significa que o nimero de individuos en cada grupo se estabiliza
ao longo do tempo.

Cabe destacar que neste caso a enfermidade acdbase extinguindo a longo prazo,
é dicir, I(o0) = 0.

Soluciéns do modelo

Considerando a igualdade (1) e despexando R, chegamos a que R=N — S — I,
é dicir, R queda determinado a partir de S e I, polo que podemos simplificar o
sistema inicial (2)-(4) de forma que queda con tan s duas ecuaciéns diferenciais:

S'(t) = —BSHI(),
I'(t)y = (BS(t) —7)I(t).
Non podemos resolver este sistema analiticamente e conecer a expresién das sias

solucidéns, pero podemos obter moita informacién a partir da expresion das orbitas,
a cal ven dada pola ecuacién (6).

uw:—aw+ﬂm+um+%msw—m5@y (6)
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Modelos SEIR, SIS, SI e outros

Considerando como modelo base o modelo SIR, apareceron multitude de mo-
delos compartimentais no d&mbito da epidemioloxia cuxo obxectivo era unha mellor
adaptacién as novas enfermidades infecciosas. Entre eles destacan o modelo SEIR, o
cal parte do modelo SIR e considera a maiores un novo compartimento, E, no que se
clasifican os individuos expostos. Estos individuos son os que se atopan nun periodo
de incubacién no que son portadores da enfermidade pero ainda non tenen a capaci-
dade de transmitirlla ao grupo dos susceptibles. En canto adquiran esta capacidade,
pasaran a formar parte do grupo de infectados. Este modelo supén inmunidade ao
igual que suponia o SIR.

Tamén tiveron gran impacto os cofiecidos como modelos SIS e SI, os cales eli-
minan o compartimento de individuos recuperados que consideraba o modelo SIR,
R, suponendo asi que os individuos tras pasar a enfermidade poden volver a conta-
xiarse, € dicir, eliminase a suposicién de inmunidade.

A diferenza entre eles é que o SIS estd desenado para situaciéns nas que o
individuo pode volver a contaxiarse da enfermedad, mentras que no SI o individuo
non volve a ser susceptible de novo. Este tipo de modelos addptanse adecuadamente
a enfermidades como o SIDA.

Outras adaptacions do modelo SIR son, entre outras, o modelo SIRS, que consi-
dera inmunidade temporal e o MSIR, que incorpora un novo compartimento M no
que se clasifican os individuos que naceron recentemente e son inmunes a enfermi-
dade durante un determinado periodo de tempo.

A importancia do modelo SIR no mundo da epidemioloxia refléxase en multitude
de casos histéricos de epidemia nos que resultou imprescindible para o control da
situacién. E por iso polo que apareceron multitude de modelos basados nel para a
mellor adaptacién a novas situaciéons de ameaza sobre unha determinada poboacién.
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Introducion

Gregor Mendel foi un frade austriaco conecido polos seus experimentos con plan-
tas de chicharos e a consecuente formulacién das leis xenéticas que levan o seu propio
nome. Estas constitiien o conxunto de regras bésicas para a transmisién da infor-
macién xenética de proxenitores a descendentes. Ainda que Mendel xa empregou
a linguaxe matematica para formular as sdas leis, terian que pasar algunhas déca-
das ata que se introduciu a alxebra abstracta no estudo da xenética. Chegados a
este punto, corroborouse que as dlxebras non asociativas son o marco matemaético
apropiado para o estudo da herdanza no campo da xenética.

Non obstante, non tardaron en atoparse con situacions hereditarias que non res-
pondian ante as leis de Mendel, como é o caso da biparticién nas células procariotas,
a cal é un proceso de reproducién asexual. Aqui xorde a chamada xenética non men-
deliana, considerada a dia de hoxe como a linguaxe basica da bioloxia molecular,
pero... as alxebras non asociativas funcionan igual de ben neste caso?

No ano 2006, J. P. Tian e P. Vojtéchovsky responden afirmativamente a esta
pregunta introducindo o concepto de dlxebra de evolucién en [3]. O noso obxectivo
vai ser presentar as alxebras de evolucidn e amosar como a asociacion dun digrafo
nos permite estudar de maneira sinxela e grafica algunhas das sias propiedades, sen
esquecernos das interpretacions bioloxicas que se poden facer.

Alxebras de evolucion e digrafos asociados

As élxebras de evolucién son un tipo de dlxebras conmutativas e non asociativas
que permiten modelar a herdanza non mendeliana.

Definicion 1. Unha dlzebra de evolucion £ sobre un corpo K € unha K-dlzebra pro-
vista dunha base B = {ey, ..., ey}, denominada base natural, tal que e;e; = 0 se
i#£ je 612 = eie; = > p_y Gigek. Fizada unha base natural B de &, os escalares
a;x € K denominanse constantes de estrutura e a matriz Mp = (a;;) que as

recolle denominase matriz de estrutura.

PALABRAS CLAVE: dlxebra de evolucién; xenotipo; digrafo; descomponibilidade; nilpotencia.
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Bioloxicamente, se £ é unha dlxebra de evolucién con base B = {eq,...,en},
os elementos e; pddense interpretar como xenotipos. Polo tanto, se se ten que
612 = > h_, Gikek, a constante de estrutura a;; pdédese interpretar como a proba-
bilidade de que o xenotipo e;, ao reproducirse, dea lugar ao xenotipo e;. Non obs-
tante, para poder facer estas interpretacions é necesario que 0 < a; < 1 e que
2221 a;; = 1 para calquera i € {1,...,n}. No sucesivo, sempre que se fagan in-
terpretacions bioldéxicas, estarase suponiendo que a matriz de estrutura da alxebra
de evolucién cumpre estas caracteristicas, é dicir, que é unha matriz estocastica.
Asi, dada unha poboacién de células procariotas que poden presentar n xenotipos
distintos, algunhas das preguntas que poderiamos facernos son as seguintes:

= Que xenotipos poden aparecer a partir dun certo xenotipo?

» Hai subfamilias disxuntas de xenotipos nas que, ao reproducirse internamente,
se xeren individuos desa mesma familia?

= Os xenotipos rematan por extinguirse?

O noso propdsito é tentar responder a estas preguntas por medio do estudo dal-
gunhas propiedades das alxebras de evolucion, servindonos da teoria de grafos. Asi
pois, imos ver como asociar digrafos (ponderados ou non) a dlxebras de evolucién.

Definicion 2. Dada unha dlzebra de evolucion £ e unha base natural B, o digrafo
ponderado T%(E,B) = (V,E,w), onde V.= {vi,...,v,} € 0o conzxunto de vér-
tices, £ = {(v;,v;) € V x V| aj; # 0} o conxunto de arestas e w a aplicacion
E — K dada por w((vi,vj)) = a;j, denominase digrafo ponderado asociado a
E. Non obstante, en xeral podese prescindir destas ponderacions. Nese caso, o di-
grafo T'(E,B) = (V, E) denominase digrafo asociado a &.

Ejemplo 1. Seza €& unha dlzebra de evolucion cunha base natural B = {e1, e, e3,e4}
e cuzo produto ven dado por: e% = e9 + e3, e% = 0, 6% = —2e4 € ei = bes. Os
digrafos asociados T'“(E, B) e I'(€, B) son:

1 5 -2
1
Observacion 1. En zeral, o digrafo asociado a unha dlrebra de evolucion depende da
base natural considerada, tal e como se pode ver no sequinte exemplo.

Ejemplo 2. Seza £ unha dlzebra de evolucion con base natural B = {e1,e2} e cuzo
produto ven dado por e% =e2 ¥y e% = eg. Facendo contas, € sinzelo ver que B’ =
{fi = e1 + ea, fo =e1 — ez} tamén € unha base natural, e as expresions do produto
respecto desta nova base son fi = f1 — fo e f3 = fi — f2. Non obstante, os digrafos
I'(E,B) e (€, B") non son isomorfos.



Andrés Pérez Rodriguez SII 65

O—®> W e

A continuacién, definese o concepto de alxebra de evolucién regular e amdsase
que, neste caso, o digrafo asociado é independente da base natural.

Definicién 3. Unha dlzebra de evolucién & dise regular se £ = £2, ou equivalente-
mente, se o determinante da sua matriz de estrutura € non nulo.

Teorema 1 ([2, Corollary 4.7]). Sexa £ unha dlzebra de evolucion regular e consi-
dérense B = {e1,...,en} e B' = {f1,..., fu} dias bases naturais distintas. Entdn,
existe unha permutacion o € Sy, e un escalar k € K\{0} tal que f; = ke,(; para
calquera i =1,...,n.

O Teorema 1 asegura que se unha &dlxebra de evolucién é regular, entén hai
unha unica base natural posible salvo permutacions e multiplicacién por escalares.
Polo tanto, s6 hai un tdnico digrafo asociado posible, salvo a orde dos nodos, e en
consecuencia todos son isomorfos como digrafos.

Os conxuntos de descendentes
Co obxectivo de responder & primeira das nosas preguntas, introdicense os se-
guintes conxuntos tomados de [1].

Definicién 4. Seza £ unha dlzebra de evolucion, B = {ey, ..., en} unha base natural
e fixemos un ip € {1,...,n}.

i) Os descendentes de primeira xzeracion de iy son os elementos do conzun-
to:

Dl(ig) = {ke{1,....,n} | ajor #0}.

i1) De maneira similar, os descendentes de seqgunda reracion de ig son aque-
les j € DY(k) para algin k € D'(ig). Polo tanto:

D*(ig) == |J D (k).

keD1(io)

ii1) Por recursividade, os descendentes da m-ésima xeracion de iy é o con-
Tunto:

D™(ig) = |J D™k).

keD™m—1(ip)

iv) Por dltimo, o conzunto de descendentes é a union dos conzuntos anterio-
res:

meN
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Bioloxicamente, os descendentes de primeira xeracion do xenotipo e; correspon-
dense cos xenotipos que aparecen en 612. Os descendentes da m-ésima xeracién do
xenotipo e; son os xenotipos que aparecen na reproducién dos descendentes da
(m — 1)-ésima xeracién de e;. Por tltimo, o conxunto de descendentes do xenotipo
e; é a unién de todos os conxuntos anteriores.

Ainda que os conxuntos anteriores poidan parecer dificiles de manexar, imos
ilustrar ditas definiciéns en termos do digrafo asociado a unha alxebra de evolucién.
Asi, é directo que dada unha alxebra de evolucién £, B unha base natural e I'(€, B)
o seu digrafo asociado, tense que:

» D™(ig) = {k € {1,...,n} tales que existe un camino de lonxitude m que
comeza en v;, e remata en vg}.

» D(ip) = {k € {1,...,n} tales que existe un camino que comeza en v;, e remata
en v }.

Ejemplo 3. Considérese a dlxebra de evolucion do Exemplo 1 e o seu digrafo aso-
ciado. Os conzuntos de descendentes do indice 1 son os sequintes: D'(1) = {2,3},
D*(1) = D**(1) = {4}, D*(1) = D*"*'(1) = {3} e D(1) = {2,3,4}.

Alxebricamente falando, o conxunto de descendentes dun indice permite calcular
o ideal xerado polo correspondente elemento da base natural. De agora en adiante,
span{-} denotard o subespazo xerado por certo conxunto de elementos.

Proposicién 1 ([1, Corollary 2.1.7]). Sexa & unha dlzebra de evolucién con base
natural B = {ey,...,en}. Enton, para todo k € {1,...,n} tense que o ideal zerado
polo elemento ey, € span {e, ejz | j € D(k)U {k}}.

A maiores, tamén nos permite estudar a simplicidade da alxebra. Véxase que
unha alxebra dise simple se non é abeliana e o 0 é o seu tnico ideal propio.

Proposicién 2 ([1, Theorem 2.2.7]). Sexa £ unha dlzebra de evolucion con base na-
tural B ={ey,...,en}. Enton, £ € simple se, e sé se, £ € reqular e D(i) = {1,...,n}
para todo i € {1,...,n}.

En termos de grafos, a condicién “D(i) = {1,...,n} para todo ¢ € {1,...,n}”
é equivalente a que o digrafo asociado sexa fortemente conexo, é dicir, dados dous
nodos existe sempre un camino que vai dun nodo no outro.

Descomponibilidade en alxebras de evolucion

As alxebras de evolucién descomponibles son aquelas que se poden escribir como
suma directa de dous ideais non nulos. O estudo desta propiedade faria posible dar
resposta 4 segunda das nosas preguntas xa que, a nivel bioléxico, esta descompo-
sicién pode ser vista como unha unién disxunta de familias de xenotipos, na que
cada un dos individuos dunha das familias, ao reproducirse, da lugar a individuos
desa propia familia. Asi pois, imos ver como a conexidade do digrafo asociado esta
estreitamente relacionada coa descomponibilidade da alxebra de evolucién.
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Definicion 5. Unha dlzebra de evolucion £ dise non dexenerada se existe unha
base natural B = {e1, ..., ey} tal que e # 0 para calquera i € {1,...,n}.

Teorema 2 ([2, Proposition 2.8]). Sexa € unha dlzebra de evolucion non dexenerada e
B = {ey,...,en} unha base natural. Enton, € é indescomponible se, e sé se, I'(E, B)
€ conexo.

A relevancia deste resultado recae no feito de que a conexidade do digrafo aso-
ciado a unha &dlxebra de evolucién non dexenerada non depende da base natural.

Ejemplo 4. Sexa £ unha dlzebra de evolucion non dexenerada con base natural B =
{el, €2, €3, €4, e5} e curo produto ven dado por €3 = 61+63, e% = ez+e5, e% = e1+eq,
el =e1 e e =e5. O seu digrafo asociado T'(€, B)

}’K @@

En efecto, este digrafo non € conexo xa que presenta dias componentes conezxas ben
diferenciadas. Polo tanto, € =1 @® J onde I = span{ey,es,eq} e J = span{es,es}.

Observacion 2. No caso de que a dlxebra sexa dexenerada, o Teorema 2 deiza de ser
vdlido (véxase o exemplo [2, Example 2.5]).

Nilpotencia en alxebras de evolucion

O concepto de nilpotencia pédese interpretar bioloxicamente como que os trazos
orixinais (ou xeradores) extinguense despois dun certo nimero de xeraciéns.

Dada unha alxebra de evolucién, introdicese a seguinte sucesion de subespazos
e as seguintes definiciéns tomadas de [2]:

51 — 57 gk+1 Zg 8k+1 z

Definicion 6. Un elemento x dunha dlxebra £ dise nil se existe un numero natural
n tal que 2" = (- ((zz)x) --)x = 0. Ademais, £ dise que é unha dlzebra nil se
todo elemento € nil.

Definicion 7. Unha dlxebra de evolucion € dise nilpotente se existe un n € N tal
que E™ = 0. O menor indice n que o satisfai denominase indice de nilpotencia.

Teorema 3 ([2, Theorem 3.4]). Sexa £ unha dlzebra de evolucion con base natural
B = {e1,...,en}. Enton, as seguintes afirmacions son equivalentes:

(i) € € nil.
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(ii) Non hai ciclos orientados en T'(E, B).

(iii) A base natural pode ser reordenada de tal maneira que a matriz de estrutura
de &€ ¢ triangular superior con todo ceros na diagonal.

(tv) & € nilpotente.

Este resultado ten dobre importancia. En primeiro lugar, permitenos reconecer
de maneira sinxela dlxebras de evolucién nilpotentes sen mais que buscar ciclos
orientados no seu digrafo asociado. Ademais, a proba deste resultado tamén da un
procedemento para a obtenciéon do reordenamento da base natural que fai que a
matriz de estrutura sexa triangular superior con todo ceros na diagonal. Polo tanto,
sempre que se traballe con dlxebras de evolucién nilpotentes, pédese suponer sen
perda de xeneralidade que a sia matriz de estrutura ten dita forma.

Ejemplo 5. Sezan & e & dias dlxebras de evolucion coa mesma base natural B = {ey, ea, e3,€4,€5}
e cuzxos produtos venien dados, respectivamente, por e% = eo, e% = ez, e% = es,
€Z=€3+64 66%262; 6p07‘€%=€2+63, 6%:63+€5, 6%265, ei:eg eegzo.

Os seus digrafos asociados T'(E1, B) e I'(E, B) son:
O On ©

O digrafo T'(E1, B) ten un ciclo orientado que involucra aos nodos ve, v3 Yy vs € un
lazo no nodo vy. Polo tanto, polo Teorema 3, &1 mon € nilpotente. Non obstante,
['(E2, B) non presenta ciclos orientados, polo que E si € nilpotente. Ademais, no di-
grafo I'(E2, B) vese de maneira sinzela esa interpretacion bioldxica que se procuraba.
Notese que nos nodos v1 e vqy non entran arestas, polo que cando todos os individuos
con xenotipo ey e eq se reproducen, estes dous desaparecen e quedan soamente 0s
tres restantes. Sucesivamente, cos renotipos es e ez ocorre o mesmo, polo que so
quedan individuos con es. Por ultimo, que eg = 0 pddese interpretar como que 0s
ndividuos con zenotipo es mon se reproducen, o que leva d extincion da poboacion.
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Introduccion

Una de las multiples formulaciones del quinto postulado de Euclides, la versién
de Playfair, afirma que por un punto exterior a una recta pasa una tnica paralela. En
el semiplano de los complejos con parte imaginaria positiva podemos considerar una
métrica, conocida como métrica hiperbolica que tiene las buenas propiedades que
buscamos en una métrica y que, ademas, no cumple el quinto postulado de Euclides.
Podemos entonces estudiar las propiedades del semiplano complejo dotado de esta
métrica, el llamado semiplano de Poincaré. Es interesante entender la construccion
de superficies hiperbodlicas a partir de de los llamados grupos fuchsianos, subgrupos
discretos del grupo de isometrias del semiplano de Poincaré.

Construccion de la métrica hiperbdlica: el semiplano de Poin-
caré

Veamos en primer lugar los problemas que tiene buscar métricas no euclideas.
Seguiremos como principal referencia [1].

Consideremos el semiplano H = {z € C : Imz > 0} dotado de la métrica
euclidiana, es decir, gyg = ((1) (1)) Esta superficie verifica las siguientes propiedades:

» (H, go) no es completa. Dados z1, 22 € H existe una geodésica que minimiza
la distancia entre ambos, es decir, es una superficie débilmente completa:

a:[0,l]] —H
zZ9 — 21

SH——2z1 +8—mm.
|22 — 21|

Sin embargo, (H, go) no es completa, ya que a no es prolongable a R, y ser
geodésicamente completa y completa son equivalentes en virtud del teorema
de Hopf-Rinow.

= g no es euclidiana, puesto que para cada geodésica o y cada punto exterior
z € H, hay al menos dos geodésicas que pasan por z y no contienen a «.

PALABRAS CLAVE: geometria hiperbdlica; topologia; semiplano de Poincaré; grupos fuchsianos.
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Definicion 1. Una métrica de Riemann g sobre una variedad diferenciable M se dice
homogénea si la accion del grupo de isometrias, Iso(M, g), sobre M es transitiva,
esto es, para cada para de puntos x,y € M existe una isometria f € Iso(M,g) tal

que f(x) =y.

Observacion 1. La métrica go no es homogénea sobre H porque la variedad no es
completa. Si queremos comprobarlo directamente solo tenemos que observar que
Iso(H, go) estd formado por las isometrias de (R?,go) que dejan invariante H, es
decir, Iso(H, go) = ({ta},s: a € R), donde t,(2) = z + a y s(z) = —z. Obviamente
la accion no es transitiva.

Por este motivo vamos a necesitar construir otra métrica distinta sobre este
espacio que tenga mejores propiedades. La cuestién clave es encontrar una métrica
que sea completa, no euclidiana y homogénea. La idea es sustituir Iso(H, go) por
un grupo que actie transitivamente y construir una métrica g que haga que las
aplicaciones de este grupo sean isometrias.

Nosotros conocemos un grupo que actia transitivamente sobre H, el grupo
Conf™ (H, go) = {‘Cljis :a,b,c,d € R, ad — be = 1} de las transformaciones confor-
mes de (H, go) que conservan la orientacién. En particular, este grupo contiene los
dos siguientes tipos de transformaciones:

» traslaciones: t,(z) =z +a, a € R,
» homotecias: hy(z) = Az, A > 0.

Ahora es inmediato comprobar que este grupo actia transitivamente puesto que
cualquier z € H verifica que

z=1a 4 iy =ty 0 hy(i).

Obsérvese que el grupo G = Conf' (H, go) es el grupo PSL(2,R) = {£Id}\SL(2, R).
Este grupo se conoce como el grupo proyectivo especial lineal, siendo la identificacion

az +b (@ b
cz+d c dj)’
Ya tenemos un grupo que actia transitivamente sobre H, falta, por tanto, cons-
truir una métrica de Riemann de manera que Iso(H, g) = G. Para ello, buscaremos

dentro de la familia de métricas conformes a la métrica gg.

Sea h(z) = g;‘fs, ab—cd=1, a,b,c,d € R.

hesii = (h o ) (0) = H(a(0))a(0) = ()1,

donde (¢ +d) — elaz + b) )
H(z) = (cz+d)? - (cz +d)?’

Nétese que estamos identificando el fibrado tangente a C, T'C, con C?2, es decir,
u€TCesu=(z1u)), con z,u € Cy (u,v) = Re(av).
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Observemos ademés que Im(h(z)) es de la forma siguiente:

<az—|—b> <(az—|—b)(cz+d)) (a!z|2—|—adz+bcz—|—bd>

cz+d (cz+d)(cz+d) lez + d|?
_adlmz + bclmz ~ Imz
lcz+d2 ez +d?

Se tiene entonces la siguiente expresién:

1 1 1 Im (h(z2))?

Pz, b, V) = _)7 v) = _)7_) = U, U
(o, ez <(cz—|—d)2u (cz+d)2v> |cz+d!4<u o) Im (z)2 (@, 9)
Luego,

ey e bes) = o (2.9)

Tm (h(z))2 =0 T (22

De manera que si consideramos como métrica g la definida por g,(u,v) =
m@, ¥), tenemos que todas las aplicaciones de G son isometrias. De hecho,
en la seccién siguiente probaremos que G = Iso(H, g), con lo cual ya tenemos que
(H, g) es un espacio homogéneo, y, por tanto, completo.

Propiedades del plano hiperbdlico

La siguiente proposicién de [1] nos describe cémo son exactamente las geodésicas
de (H, g):

Proposicién 1. Eziste una inica curva C con finales z y 2’ que satisface que length(C) =
1’anq length(c), siendo S el conjunto de curvas diferenciables a trozos que tienen como
ce

extremos z y 2.
» SiRe(z)=Re(Z’), la curva C es el segmento euclideo con puntos finales z y 2'.

= En otro caso, si consideramos la semicircunferencia en H que pasa por z y 2’
y estd centrada en el eje real, entonces C es el arco de esa semicircunferencia
que tiene como extremos z y 2’

Proposicién 2. El grupo G = PSL(2,R) es el grupo de isometrias que preservan la
orientacion de (H, g).

Demostracién. Basta probar que G C Isot (H, g). Solo tenemos que probar que una
isometria positiva f de H estda en G. Como la acciéon de G sobre H es transitiva y
por isometrias, podemos suponer que f fija i. Escogemos r € G;, donde G; denota el
estabilizador de i en G, de tal manera que rf(0) = 0. Entonces 7 f lleva la geodésica
que une 0 e i en si misma, luego rf(oc0) = oco. Asi, rf = Az y entonces f = r~la,
con r € GG; y a una homotecia. Se sigue que f € G. O
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A

Figura 1: Geodésicas del semiplano de Poincaré.

Proposicién 3. La curvatura de Gauss de (H, g) es constante —1.

Demostracion. Utilizando la férmula para la curvatura de una superficie parame-
trizada ortogonalmente (véase [2, Ejercicio 3.31]) se tiene,

0 9
K = _71 2 8907922 + 2 390911
2,/g11922 \ 0z \ \/g11922 0y \ /911922

_ 1o (5 Lo (2ot
2.5 \ O \ 2ay\y )V '

Y

Compactificacion de H

La topologia de H inducida por la métrica de Riemann ¢ es la misma que la
inducida por la métrica euclidea. Por lo tanto, con esta topologia H no es compacto.
Consideraremos la clausura de H dentro de la compactificacién por un punto de C.
Al borde de H lo denotaremos por H(co) = R U {oc}. La accién de G sobre H se
extiende naturalmente a una accién sobre H que deja invariante el borde.

Clasificacion de las isometrias

Segun los puntos que dejen fijos las transformaciones de G podemos hacer una
clasificacién de las isometrias positivas de H. Obsérvese que un punto z € H esta
fijado por una isometria v = j;(g 3) € G si y solo si:

a—d+/(a+d)?—4
2c ’

Definimos la traza de v como

[tr(7)] = la +d|.
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Definicién 2. Sea v € G — {Id}.

» Si vy fija evactamente dos puntos de H y los dos estdn en H(co), entonces
decimos que v es hiperbdlica (| tr()| > 2).

» Si v fija exzactamente un punto de H que estd en H(occ), entonces v se dice
parabdlica (|tr(y)] =2).

» Sivy fija un solo punto de H, entonces v se dice eliptica (| tr(7y)| < 2).

Grupos fuchsianos y dominio de Dirichlet

Ahora que hemos estudiado algunas propiedades del plano de Poincaré y sus
isometrias positivas, vamos a centrar nuestro estudio en los subgrupos I' < G. Como
nuestra motivacién es obtener superficies topoldgicamente regulares al cocientar
H por un subgrupo I' de GG, nos restringiremos a los llamados grupos fuchsianos,
subgrupos discretos del grupo de isometrias.

Definicion 3. Decimos que la accion de un grupo I' sobre H es propiamente dis-
continua si para todo compacto K de H, solo un nimero finito de transformaciones
v de I' satisfacen YK N K # &.

Proposicién 4. [3] La accion de un subgrupo I' de G es propiamente discontinua si
y solo si I' es un grupo fuchsiano.

Sin embargo, si lo que queremos es que el cociente sea una variedad diferenciable
cuya estructura de Riemann venga inducida por la de (H, g), lo que necesitamos es
que p : H — I'\H sea una cubierta regular, y para ello no nos llega con que la accién
de I' sobre H sea propiamente discontinua, tenemos que conseguir que sea también
libre. Para ello, como los tinicos elementos de GG que dejan fijos puntos de H son las
transformaciones elipticas, nos basta pedir que el grupo fuchsiano en cuestién no
contenga ninguna isometria de este tipo.

Nos va a interesar entonces encontrar la forma de visualizar una superficie hi-
perbdlica a partir de un subconjunto de H debidamente escogido. Este conjunto es
lo que se conoce como domino fundamental.

Definicion 4. FF C H se dice dominio fundamental por la accion de T' si
satisface las siguientes condiciones:

s [ es cerrado, conexo y F £ 9

u U ’.YF = H;
yerl’

» FN~F =@, para todo v € T — {Id}.

Siempre existe un conjunto con estas caracteristicas y se dice que I' tesela H.
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Solo nos falta entonces encontrar una manera sencilla de encontrar un dominio
fundamental para un grupo fuchsiano dado.

Definicién 5. Sea I' < G un grupo fuchsiano y zy € H tal que v(z0) # 2o para
cualquier v € I' —{Id}. Se define el dominio de Dirichlet de T' centrado zy como

Dzo(r) = mHZO(7)7

~yel
y#£Id

donde H,,(v) ={z € H: d(z,20) < d(z,7(20))}.

Teorema 1. (Véanse [1], [3]) Un dominio de Dirichlet es un dominio fundamental
convexo de I.

Veamos como visualizar alguna superficie elemental a partir de sus dominios de
Dirichlet.

Ejemplo 1. Consideremos I' = (2z):

+al

(a) Domino de Dirichlet (b) T\H
centrado en ¢ de I'

Ejemplo 2. Consideremos ahora T' = (z + 1):
T&
\ &

[1] Dal’Bo, F. (2012). Trajectoires géodésiques et horocycliques. EDP sciences.
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Introduccion

Los cddigos neuronales son un modelo del funcionamiento de las células del
sistema nervioso. Desde el punto de vista matematico, estos cédigos constituyen una
construcciéon combinatoria cuyas propiedades permiten explicar ciertos aspectos del
funcionamiento del cerebro. En particular, partiendo del conocimiento de un cédigo
neuronal (lo cual es algo factible ya que es posible medir cudndo las neuronas se
activan) podremos estudiar el espacio de estimulos. Para ello se introducirdn dos
construcciones matematicas: el anillo neuronal y el ideal neuronal. Este punto de
vista los relaciona con la geometria sobre cuerpos finitos.

El estudio algebraico de los codigos neuronales se inicié en 2013 con el trabajo
pionero de Carina Curto, Vladimir Itskov, Alan Veliz-Cuba y Nora Youngs en [1]
y se continud en 2014 por Nora Youngs en [2]. En estos trabajos se encuentran las
demostraciones de los resultados que se enunciaran.

Codigos neuronales

Definicién 1. Dado un conjunto de neuronas etiquetadas {1,...,n} = [n], se define
un cddigo neuronal C C {0,1}" como un conjunto de patrones binarios de activi-
dad neuronal. Un elemento de un cédigo neuronal ¢ = (c1,...,¢) € C se denomina

“codeword” o palabra de cdédigo, y se corresponde con el siguiente subconjunto
de neuronas

supp(c) ={i € [n] | ¢; = 1} C [n].

Ejemplo 1. Dadas tres neuronas etiquetadas {1,2,3} = [3] , un posible cddigo
neuronal seria C = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Se tiene que (1,1,0) € C y que
supp((1,1,0)) = {1,2}, es decir, la palabra de cddigo (1,1,0) se identifica con las
neuronas 1 y 2. Andlogamente, las palabras palabras de cédigo (0,1,0) y (0,0,1)
se identifican con la sequnda y la tercera neurona, respectivamente. Esto se puede
interpretar como una reaccion conjunta de las neuronas 1 y 2 a ciertos estimulos,
mientras que para otros sélo reacciona la seqgunda o la tercera de ellas.

PALABRAS CLAVE: cddigo neuronal; anillo neuronal; ideal neuronal; estructura RF; forma ca-
nonica.
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Codigos de campo receptivo

Definicién 2. Un campo receptivo es una aplicacion fi: X — [0,00) desde un
espacio de estimulos, X, que lleva cada estimulo a la tasa media de activacion de
una sola neurona, i, en respuesta a tal estimulo.

Se hara un abuso del lenguaje llamando tanto a la aplicacién como a su soporte
campos receptivos.

Definicién 3. Sea X C RZ. Un campo receptivo se dice convexo si es un subconjunto
convezo del espacio de estimulos X .

Definicién 4. Sea X un espacio de estimulos y sea U = {Uy, ..., Up} una coleccion
de conjuntos abiertos, siendo cada U; C X el campo receptivo de la i-ésima neurona
en una poblacion de n neuronas. Un codigo de campo receptivo o codigo RF
C(U) C {0,1}™ es el conjunto de todas las palabras de cédigo correspondientes a los
estimulos en X :

CU) =1 ce{0,1}" N U \ U U] #0

i€supp(c) Jj¢supp(c)

Esta definiciéon es légica ya que cuando un estimulo se encuentra en la intersec-
ciéon de varios campos receptivos las neuronas correspondientes pueden activarse,
mientras que el resto permanece en “silencio”.

Se adoptard la convencién natural segin la cual (;cq Us = X v U,cp Us = 0.

Ejemplo 2. Sea U = {Uy,Us, Us} una coleccion de conjuntos abiertos en R?, donde:
Ui es el circulo de centro (1,0) y radio 1, Uy es el circulo de centro (0,0) y radio 2
y Us es el circulo de centro (4,0) y radio 1. Grdficamente:

O

Figura 1: Campos receptivos relativos a 3 neuronas.

Si se considera cada U; como el campo receptivo de la i-ésima neurona, donde
i € {1,2,3}, y como espacio de estimulos X = U; U Uy U Us, se tiene que el c6digo
RF correspondiente a U es C(U) = {110,010,001}, el mismo del Ejemplo 1.

Definiciéon 5. Si X C R™ y cada uno de los U; es también un subconjunto convexo
de X, entonces se dice que C(U) es un cédigo RF convexo.

A continuacién se mostrara la importancia de la suposicién o no de convexidad
a través del siguiente resultado.
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Lema 1. Sea C C {0,1}" un cddigo neuronal. Entonces, para cualquier d > 1,
existe un espacio de estimulos X C R% y una coleccién de conjuntos abiertos

U={Uy,...,U,} (no necesariamente convezos), con U; C X para cada i € [n],
tal que C = C(U).

Si se anade la suposicién de convexidad este resultado no tiene por qué verifi-
carse. Esto serd relevante a la hora del estudio del espacio de estimulos subyacente
X a partir del conocimiento de C y no de U.

Definiciéon 6. Sea C C {0,1}" un cddigo neuronal, y sea U = {Uy,...,U,} una
disposicion de campos receptivos en un espacio de estimulos X tal que C = C(U).
La estructura de campo receptivo o estructura RF de C se refiere al conjunto
de relaciones entre los U; que tienen la forma

ﬂUiQUUj para o N1 = (.

1€0 JeT
El anillo y el ideal neuronal

En esta seccién se definiran el anillo neuronal R¢ y el ideal neuronal Je¢, los cua-
les estan estrechamente relacionados. Estos objetos se pueden utilizar para extraer
algoritmicamente una descripcién compacta y minima de la estructura RF dictada
por un cédigo.

El anillo neuronal

Sea k un cuerpo, n el nimero de neuronas y k[x1, ..., x,] el anillo de polinomios
con una indeterminada x; por cada neurona. Se considerard al espacio afin A}
como el espacio de actividad neuronal, donde cada n-tupla v = (vq,...,v,) € A}
es un vector cuyas componentes v; representan el estado de la neurona . Nétese
que cualquier polinomio f € k[x1,...,2,| puede ser evaluado en un punto v € A}
haciendo que z; = v; cada vez que z; aparece en f. Se denotard este valor por f(v).
Se considerara que las neuronas solo tienen dos estados, “encendido” o “apagado” y,
por tanto, es l6gico escoger k = Fy = {0, 1}.

Sea C C {0,1}" = Ag, un cédigo neuronal, se define el ideal Ic de Fa[z1, ..., zy]
como el ideal de ceros de C, es decir, el correspondiente al conjunto de polinomios
que se anulan en todas las palabras de cédigo de C:

Ic = {f € Fa[z1,...,x,) | f(c) =0 para todo ¢ € C}.

Observacién 1. Ndtese que, independientemente de C, el ideal generado por las re-
laciones booleanas T'y(Fy) = (2?2 — 21, ..., 22 — x,,) estd contenido en Ic.

Definicion 7. Se define el anillo neuronal R correspondiente a un cddigo neuronal
C como el anillo cociente
Rc = FQ[SEl, ,xn}/fc.
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El ideal neuronal

La definicién del anillo neuronal es poco practica, ya que no proporciona expre-
siones explicitas para generar I¢ y Re. En esta seccidn se definird otro ideal, Je,
mediante un conjunto explicito de generadores.

Para cualquier v € {0,1}", se considera la funcién p, € Fo[zy,...,x,] definida
como
n
pU::H(l—vZ— T H Z; H (1—2x;5)= H T H (1—zj).
i=1 {ilvi=1}  {jlv;=0} i€supp(v)  j¢supp(v)
Definicién 8. Se define el ideal neuronal Jo C Fa|xy,...,x,]| correspondiente al

cddigo neuronal C como el ideal generado por todas las funciones p,, con v & C:

Je = {pv | v ¢C}).

Ejemplo 3. Retomando de nuevo el Ejemplo 1, se tiene que el ideal neuronal corres-
pondiente a dicho cddigo es Jo = ({p111 = x12223, pooo = (1 — x1)(1 — z2)(1 — x3),
pro1 = z123(1 — 22), po11 = z223(1 — x1), proo = 21(1 — x2)(1 — 23)}), ya que
2BI\¢C = {111,000, 101,011, 100}.

Fl siguiente resultado facilita un conjunto de generadores explicitos para I¢,
relacionando J¢ con Ie.

Lema 2. Sea C C {0,1}" un cddigo neuronal. Entonces
e = Je+T2(Fs) = ({pv [ v ¢ C} {zi(1 —zi) [ i € [n]}),

donde T'9(F2) es el ideal generado por las relaciones booleanas y Je es el ideal neu-
ronal.

Estructura RF de un c6digo neuronal

En esta seccion se presentara un conjunto alternativo de relaciones que permiti-
ran interpretar los elementos de Iz como relaciones de campo receptivo, aclarando
la conexién entre el anillo e ideal neuronal y la estructura RF del codigo.

Sea C C {0,1}"™ un cédigo neuronal, considérese X un espacio de estimulos y
U = {U;}i=1..n una coleccién de conjuntos abiertos en X tales que C = C(U). El
anillo neuronal correspondiente a este codigo es Re(yy)-

Para cualquier o C [n], se define U, == (;c, Ui ¥ T = [[;c, ®i- Por convencién
zg=1yUp=X

’ . . 17 b
Obsérvese que para cualquier p € X se tiene que z,(p) = { peUs
0, p¢Us.

Estas observaciones motivan la definicién de un nuevo ideal, Iy C Fa[z1, ..., xy],

determinado a partir de la disposicién de los campos receptivos U = {Uq, ..., Uy, }

directamente: I, == {xg [Ler (1 —2) | Us € Ui, U, }
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El ideal de ceros del cédigo RF C(U), Iew), y el ideal Iy que se acaba de definir
son coincidentes, por lo que I;; proporciona un conjunto alternativo de relaciones
que puede utilizarse para definir Re ).

Por analogia con J¢ tiene sentido definir un ideal J;; que se obtenga eliminando
las relaciones booleanas, de forma que se pueda escribir que Iy = Jy + T'a(F2):

Ju = <{wa Mier(1=20) [ 007 =0y Uy € Uy, Ui}

Existen ademd&s resultados que permiten extraer relaciones entre los campos
receptivos que forman parte de la estructura RF del cédigo C, a partir de relaciones
que aparecen en I¢. Es por ello por lo que el siguiente objetivo que se plantea es la
obtencién de una lista “minima” de generadores para que Je, y por tanto I¢, capte
la estructura RF esencial del cédigo. Esto se hard por medio de la eliminacién de
relaciones redundantes, como se vera en la siguiente seccién.

Forma canonica del ideal neuronal

Definicién 9. Un polinomio f € Fa[xy,...,x,] se dice que es un pseudomonomio
si tiene la forma f = [;c, zi[l;e, (1 — 2;), para algunos o,7 C [n] con o N7 = 0.
Un ideal J C Fa[xq, ..., 2] es un ideal pseudomonomial si J puede ser gene-

rado por un conjunto finito de pseudomonomios. Se dice que f es un pseudomo-
nomio minimo de J si no existe otro pseudomonomio g € J con deg(g) < deg(f)
tal que f = hg para algin h € Fo[xq, ..., xy).

Definicién 10. Decimos que un ideal pseudomonomial J estd en forma candnica
st lo presentamos como J = (f1,..., fi), donde el conjunto CF(J) = {f1,..., fi}
es el conjunto de todos los pseudomonomios minimos de J. Equivalentemente, nos
referimos a CF(J) como la forma candnica de J.

En lo que sigue, la finalidad serd describir la forma candnica de J¢.
Definicién 11. Se dice que o C [n] es minimo con respecto a la propiedad P si
o satisface P, pero P no se satisface para todo T contenido estrictamente en o.

Teorema 1. Sea C C {0,1}" un cddigo neuronal, y sea U = {Uy, ..., Uy} cualquier
coleccion de conguntos abiertos (no necesariamente converos) en un espacio de es-
timulos no vacio X tal que C = C(U). La forma candnica de Jo es

pe{{=

{xO'H(l_xZ) 0’7#07007—:®7U¢T7A®77UU7;7£X

iET 1ET

o es minimo con respecto a U, = @},

y o, T son minimos con respecto a U, C U Ui},

1ET

{ H (1—a) ‘ 7 es minimo con respecto a X C U Ul}>

iET 1ET
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Los tres conjuntos (disjuntos) de relaciones que componen C'F(J¢) seran llamados
las relaciones minimas tipo 1, las relaciones minimas de tipo 2 y las relaciones
minimas de tipo 3, respectivamente.

Obsérvese que, debido a la unicidad de la forma canédnica, dada una forma
canénica CF(J¢) el Teorema 1 permite leer las correspondientes relaciones minimas
que debe satisfacer cualquier representacién de campo receptivo del cédigo como
C=CU):

i) Tipo 1: x, € CF(Je) implica que U, = (), pero todas las intersecciones de

orden inferior U, con v C o son no vacias.

it) Tipo 2: x, [[;c, (1 — x;) € CF(Je) implica que Uy C | J;c, U; , pero ninguna
interseccion de orden inferior estd contenida en UieT U; y todos los U; son
necesarios para que Us C (J;c, Us.

iii) Tipo 3: [[;c, (1 —x;) € CF(J¢) implica que X C |J
contenido en ninguna unién de orden inferior J

icr Ui, pero X no estd
iey Ui paray G 7.

La forma canénica C'F'(J¢) proporciona asi una descripcién minima de la estruc-
tura RF dictada por el cédigo C. En [1] puede encontrarse un método algoritmico
para hallar la forma canénica CF(J¢) a partir tinicamente del conocimiento de C.
De esta forma, se ha conseguido inferir a partir de la estructura intrinseca del cédigo
neuronal caracteristicas sobre el espacio de estimulos.

Ejemplo 4. Gracias al método algoritmico antes mencionado, se obtiene que la forma
canonica del ideal Jo correspondiente al codigo C del Ejemplo 2 es

CF(Jc) = {(1 — 1'3)(1 — 332),.1}1(1 — xg),xlxg,x2$3}.

Se obtienen entonces las siguientes conclusiones para cualquier representacion de
campo receptivo del cédigo como C = C(U):

i) Se tienen las siguientes relaciones de tipo 1: {x1x3,x923}. Por tanto, se sigue
que Uy NU3 =0, que Uy NU3 = 0, pero que Uy, Us y Us son no vacios.

i1) La unica relacion de tipo 2 es x1(1 — x2). De ello se deduce que U; C Us.

i71) La unica relacion de tipo 3 es (1 —x3)(1 —x2). Esta implica que X = Uz UUs,
que X C Uz y que X C Us.

De esta forma, una posible representacion de C es la ya vista en el Ejemplo 2.
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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales juegan un papel muy impor-
tante en las matematicas y la fisica matematica para modelizar y entender problemas
de indoles muy diversas. Notemos que existen muchos métodos de resolucién de las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

En esta charla presentamos desarrollamos un método alternativo de resolucion
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales mediante el uso de dos tipos de
transformadas integrales: transformada de Laplace y transformada de Fourier. Este
método nos permite ahorrar los numerosos calculos que implican la derivacién y la
integracién, pudiendo optimizar la resoluciéon y convirtiéndolo en un proceso mas
efectivo.

Se hace un estudio de la transformada de Laplace y la transformada de Fourier
dando las definiciones bésicas y varias propiedades principales. Después se aplican
dichas transformadas para resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
mediante el uso del concepto de la transformada inversa.

Por 1ltimo, veremos el estudio de la ecuacion del calor con condiciones de Diri-
chlet y para eso nos hace falta una funcién de Green apropiada. También se estudia
otros tipos de condiciones de contorno como problemas de von Neumann y proble-
mas mixtos.

Transformada de Laplace

En los ultimos anos, ha aumentado el interés por el uso de las transformadas de
Laplace como método eficiente para resolver ciertos tipos de ecuaciones diferenciales
e integrales (véanse [1], [4] y [6]). Ademds de esas aplicaciones, las transformadas
de Laplace también tienen estrechas relaciones con partes importantes de las mate-
maticas puras.

Se define la transformada integral como cualquier operador 1" aplicado sobre
una funcién f: R — C de la forma

b
T(f(t)):/ K(p,x) f(x)dz, a,beR. (1)

PALABRAS CLAVE: Transformada de Laplace y Fourier, Funcién de Green, Ecuacién de calor
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A la funcién K (p,x) se le llama nicleo de T'. Cuando k(p,x) = e~ *P, se obtiene
la transformada £ de Laplace, definida por

qwmzéwfmﬂmsz@. 2)

La funcién f en (2) se llama inversa de F y se denotard por L1[F], i.e,

f =L

Propiedades

Teorema 1 (linealidad). Sean f, funciones cuyas transformadas de Laplace existen
Yy, sean ¢, 1 <n <k, numeros reales. Entonces,

Lleifi(z) + -+ cpfr(z)] = allfi(z)] + - + kL fr ()]

Para poder establecer una condicién suficiente para la existencia de la Transfor-
mada de Laplace es necesario introducir tenemos la siguiente resultado.

Definiciéon 1. Una funcion f se dice de orden exponencial o, con a € R | si
existen constantes positivas n y M tales que |f(x)| < M e** para todo x > n.

Teorema 2 (Existencia). Sea f(z) una funcidn continua a trozos en [0,00) y de
orden exponencial a. Entonces, L[f] existe para p > «.

Como propiedades importantes que se usan para facilitar el calculo de la trans-
formada de Laplace destacamos las siguientes.

Teorema 3 (Transformada de la derivada). Sea f una funcion continua en [0, 00)
tal que f' es continua a trozos en [0,00) vy, f, f son ambas de orden exponencial c.
Entonces,

L[f']=pL[f] - £(0), p> o

Teorema 4 (Transformada de Laplace inversa). Sea f : [0,00) — R una funcion
continua tal que e % f(t) € L1[0,00) para algin a € R, y existen las derivadas
laterales de f y son finitas en [0,00). Entonces, para cualquier t > 0 y r > a se
cumple la siguiente iqualdad:

f@)=L71(f) ) = lim S / " it (f) (r +is) ds

n—oo 2m J_,

=: V.P;/ eTHL () (r + is) ds.
T J -
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Transformada de Fourier

En esta seccion se define la transformada de Fourier y se estudian algunas de
sus propiedades (ver [1], [2], [6], [7] v [8]).

Definicién 2. Dada f € L'(R) se define la transformada de Fourier de f como
una funcion f de R con valores en C dada por

f(y) = / f(z) e ™% dx, para todo y € R, i = /—1

Se puede probar que la transformada de Fourier de una gaussiana es otra funcién
gaussiana. Esta propiedad es la que servird de norma para introducir una clase de
funciones que se define a continuacion.

Definicién 3. Definimos el conjunto de funciones temperadas o clase de Schwartz
como

S(R) ={f € C>®(R) / sup,cp | 2 () |< Cnm < 00, Vn,m € N}.
Definicién 4. Se define la transformada de Fourier de f € LY(R™) como

Fy)= | flz)e 2 <v>dz, Yy e R™
Rn

y el conjunto de funciones temperadas en R™ como

S(R") = {f € C¥®M) | |2} 5z
1 2 n

siendo | a|= a1+ -+ an, a; =0,1,2, ... y k,j € {1,2,...,n}.

S Ck)jua < OO}’

Teorema 5. Supongamos que f € S(R™), podemos definir

51;70 8k —2mi<x
Dk (y) = - @f(l’)e ATISTY
J J

Entonces:

—

. g}f(y) = (2miy;)* F ().

= Af(y) = 4= |y |2 F(w)-
Se puede demostrar que si f € S (R) entonces f € S (R). Por lo tanto,

lm | f(y) |=0, (3)
ly|—o0
que puede verse como una extension a la transformada de Fourier del teorema
de Riemann-Lebesgue visto en series de Fourier. Realmente el resultado, que es
conocido también como teorema de Riemann-Lebesgue, es para funciones integrables
y puede obtenerse de (3) por un argumento de densidad de S (R) en las funciones
integrables.



84 SII Transformada de Fourier y Laplace

Teorema 6 (Riemann-Lebesgue). Sea f funcidn integrable en R, es decir,

/ | f]dx < oo,

—00

entonces

lim | f(y)|=0.

ly|—o0

Lema 1. Sean f,g € S(R). Entonces
/_OO F )3y dy = /_OO F®) ) dy.

Este resultado y el hecho de que la transformada de Fourier de una gaussiana
es otra gaussiana serdn los ingredientes fundamentales de la prueba del teorema de
inversion.

Hemos comentado que si f € S (R) entonces fes (R). Luego tiene sentido la
siguiente definicién.

Definicién 5 (Transformada inversa de Fourier). Sea ]? la transformada de Fourier
de f € S(R™) se define

hy¢

(@) = [ <o fy)

Esta formula se conoce como transformada inversa de Fourier. La conjetura es que

f: f. El siguiente resultado prueba esta conjetura.

Teorema 7. Si f € S(R), entonces }\: f.

Ncleo de la ecuacion del calor con condiciones de Dirichlet

Esta tultima seccion esta dedicada al estudio de la ecuacién de calor unidimen-
sional no homogénea junto con las condiciones de contorno de Dirichlet (ver [3] y
[4]. ). La principal diferencia se radica en el hecho de que la solucién no se da como
una serie de términos infinitos. En nuestra expresion, la solucién se da como una
suma de dos integrales con un numero finito de términos en el nicleo. Ademas,
al contrario del método clasico, donde las soluciones se derivan de una aplicacién
directa del método de separacion de variables, sobre la base de la teoria espectral
y desarrollos en series de Fourier, la solucion se obtiene mediante la aplicacién de
la transformada de Laplace con respecto a la variable de tiempo y el uso de una
funciéon de Green apropiada.
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Problema de Dirichlet unidimensional

Consideremos la ecuacion del calor unidimensional no homogénea con condicio-
nes de contorno de Dirichlet:

up(x,t) — uge(x,t) = Flx,t), x €1, t>0,
u(0,t) = u(l,t) =0, ¢t >0, (4)
u(z,0) = f(z), z€l,

con I =[0,1] y u, ut, uzy € C(I % (0,00)).
La tnica solucién del problema (4) viene dada por:

u(z,t) = ui(x,t) + ug(z,t), ze€l, t>0

con u la dnica solucién acotada de (4) con F' = 0 y ug la tnica solucién acotada
de (4) con f =0.
Se puede probar que la funcién definida por

1
o) = [ alma) f)dy. wel
es la tnica solucién del problema de Dirichlet

{ () +mPo(z) = f(z), ze€l, m>0,
(0) = (1) =0,

donde para m > 0

g(m,z,y) =

m senh(m)

-1 senh(m(x — 1)) senh(my), 0<y<z<I1,
senh(mx) senh(m(y — 1)), O0<z<y<I1,

y param = 0

Teorema 8. Sea f: I — R tal que f € C%(I), f(0) = f(1) =01y f'(0) = f"(1) =0
Entonces, la inica solucion acotada uy : I x [0,00) — R de (4) con F = 0 viene
dada por la expresion

ui(x,t) VP / / s o(Vis, x,y) fy) dyds,

donde V.P representa el valor principal de Cauchy.

Teorema 9. Sea F' : I x[0,00) — R una funcion acotada tal que F(0,t) = F(1,t) =0,
da—;F(O,t) = %F(l,t) = 0 para todo t > 0, F, 8wF’ o 2 F e C(I x [0,00)).
Entonces, la unica solucidn acotada, ug : I x [0,00) — R, de (4) con f = 0 viene
dada por la expresion

ug(, VP// / W=3) g(Vri, x,y) F(y, s) dy dr ds.
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Otros problemas de contorno

En esta subseccién se puede aplicar de forma analoga los resultados de la pri-

mera seccién de esta seccién a otros problemas de contorno como por ejemplo las
condiciones de contorno mixtos y de Von Neumannn.
Problema de Neumann:

up(w,t) — uge(x,t) = F(z,t), x € (0,00), t>0,
ug(0,t) = ug(1,8) =0, t >0,
u(z,0) = f(x), x € (0,00).

Problemas mixtos:

up(w,t) — uge(x,t) = F(z,t), x € (0,00), t>0,
ug(0,t) = u(l,t) =0, t >0,
u(z,0) = f(x), x € (0,00).

ug(x,t) — ugg(x,t) = F(x,t), =€ (0,00), t>0,
uw(0,t) = uy,(1,¢£) =0, t >0,
u(z,0) = f(x), x € (0,00).
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Introduccion

En el campo de la optimizacion matemética se han estudiado exhaustivamente
las técnicas de resolucién de problemas lineales y, mas concretamente, lineales y
enteros. La optimizacién no lineal, debido a su mayor complejidad, no ha sido tan
abordada y es en los ultimos afos cuando se ha visto un incremento del interés por
este tipo de problemas y sus técnicas de resolucion.

En concreto, una clase de problemas importante dentro de la optimizacién no
lineal es la de los problemas polinémicos, donde tanto las restricciones como la
funcién objetivo vienen dadas por polinomios. Aunque no son todo lo generales que
uno esperaria, la ventaja de los problemas polinémicos es que surgen de manera
natural al intentar aproximar problemas no lineales méds complejos, y es por esto
por lo que tienen una gran presencia en la industria y en otros ambitos.

Los algoritmos maés utilizados para la resolucién de este tipo de problemas estan
basados en la misma idea que se utiliza para la resolucién de los problemas lineales y
enteros: la ramificacién y acotacién. En particular, la técnica RLT (Reformulation-
Linearization Technique) es una implementacién de un método de ramificacién y
acotacion para problemas polindmicos.

Un elemento fundamental de este tipo de técnicas es la seleccion de la variable
de ramificacién. Debido a esto, en los ultimos afios, se ha estado investigando acti-
vamente en el uso de técnicas de aprendizaje que ayuden a mejorar dicha selecciéon
en el contexto de los problemas de programacién lineal y entera (véase [2]). En este
trabajo introducimos una forma de utilizar ese mismo tipo de técnicas en proble-
mas de optimizacién no lineal, méas concretamente, con el objetivo de realizar de
manera mas eficiente el spatial branching asociado a la resolucién de este tipo de
problemas. Para ello usaremos un sistema automatico de seleccién del criterio de
ramificaciéon para la resolucién de problemas de optimizacién polinémica mediante
la técnica RLT.

PALABRAS CLAVE: optimizacién polindémica; aprendizaje estadistico
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La técnica RLT

La técnica RLT fue originalmente desarrollada en [3] para la resolucién de pro-
blemas polinémicos de optimizacion, de la forma

minimizar ¢g(x)
sujeto a xX)> 0By, r=12..,Ry,
] Cbr( ) > By 1 (PO)
gbr(x) :BM T_R1+17 7Ra
x € Q C R,
donde N = {1,...,n} denota el conjunto de variables, cada ¢,(x) es un polinomio

degrado 6, e Ny Q={xeR":0<[; <z; <uj <oo,Vje N} CR"esun
hiperrectdngulo que contiene a la region factible. Por tanto, § = max,¢qo,....gr} Or €8
el grado del problema y (N, d) representa todos los posibles monomios de grado §.

La técnica estd basada en la construcciéon de una relajacién lineal del problema
polinémico, que se resuelve a continuacion utilizando un método de ramificacion
y acotacién. Para ello, se sustituye cada monomio del problema por una variable;
estas variables se llaman variables RLT. Por ejemplo, asociada al monomio xixox4
uno construiria la variable Xi94. En general,

XJ:HZCJ'. (1)

jeJ

En cada nodo del arbol de ramificacién y acotacién, se ramifica por una de
las variables que violan las restricciones RLT de la forma (1). Consecuentemente,
uno de los pasos cruciales del algoritmo es la eleccién de la variable por la cual
se va a ramificar. Para este fin se utilizan los llamados criterios de ramificacion.
Estos asignan una puntuacién a cada variable, de forma que en funciéon de dicha
puntuacién se puede elegir la variable méas adecuada para la ramificacion. Esta
puntuacién estd basada en las violaciones de las restricciones (1), ponderadas por
distintos valores como el rango de las variables, valores de la solucién dual, etc.

Entre estos criterios estan dos que se basan en el calculo de valores de centralidad
en grafos. En este caso, se le asigna al problema un grafo (uno donde los nodos son
las variables y hay una arista entre dos nodos si las variables aparecen juntas en
un monomio; otro donde los monomios son nodos, las restricciones son nodos, y la
funcién objetivo es un nodo, y hay una arista entre nodos si el monomio aparece en la
funcién objetivo o la restriccién correspondiente), se calcula el vector de centralidad
de autovalores del grafo y se le asigna a la variable su valor correspondiente en dicho
vector.

El aprendizaje

Elegir el criterio de ramificacién tiene un impacto importante sobre el rendimien-
to del algoritmo. Asi lo comprobamos resolviendo una serie de problemas utilizados
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habitualmente en la literatura con todos los criterios. Para ello, utilizamos la im-
plementacién de la técnica RLT del solver RAPOSa (véase [1]), desarrollado en
la Universidad de Santiago de Compostela. Todos los criterios que probamos en
el trabajo eran el mejor en algiin problema, y siempre habia problemas donde no
funcionaban bien. Asi, si se pudiese elegir el mejor criterio para cada problema se
ganaria en rendimiento del algoritmo. Eso es lo que presentamos en este trabajo:
como utilizar técnicas de aprendizaje estadistico para detectar de alguna forma el
mejor criterio en funcién de la estructura del problema.

Para ello, calculamos una serie de caracteristicas del problema: nimero de va-
riables, porcentaje de restricciones cuadraticas, propiedades de los grafos que cons-
truimos antes sobre el problema, etc. Sobre estas medidas, y utilizando una variable
respuesta que representa el tiempo que se necesita para cerrar una unidad del gap
(al ser un algoritmo de ramificacién y acotacion, en cada iteracién del algoritmo hay
una cota inferior y una superior para el problema original; el gap es la diferencia
entre la cota inferior y la cota superior. En este caso, no es realmente la reduccion
del gap sino la reduccion de la cota inferior, ya que la cota superior no siempre
se logra calcular y queriamos poder calcular siempre la variable respuesta para el
aprendizaje), ajustamos un modelo de regresiéon cuantil.

Los datos que teniamos para el entrenamiento provienen de tres librerias de pro-
blemas de optimizaciéon muy utilizadas en la literatura para pruebas de rendimiento
de algoritmos y mejoras de los mismos. Juntando todos los problemas de las tres
librerias, y habiendo calculado las variables explicativas para todos ellos, ajustamos
el modelo utilizando quantile regression forests. La ventaja de este método es que
permite utilizar la técnica out-of-bag, que devuelve una prediccién de la variable
respuesta para todos los datos, incluidos los que se utilizaron para entrenar al mo-
delo. Esto lo puede hacer ya que esta construyendo muchos arboles de decisién y
puede utilizar aquellos en los que no aparezca el problema en cuestiéon para hacer
la prediccion.

Los resultados obtenidos son prometedores: se logra igualar o mejorar en rendi-
miento a lo que se obtendria si se escogiese el mejor criterio y se utilizase éste en la
resolucién de todos los problemas. Vemos en la Tabla 1 los resultados. Tenemos la
media geométrica del tiempo necesario para cerrar una unidad del gap en tres casos:
cogiendo un criterio para todos los problemas (el mejor globalmente), cogiendo el
criterio aprendido y cogiendo el mejor criterio de ramificacién para cada problema.
Como vemos, del 43.4% que podriamos aprender, logramos mejorar un 31.4 %, es
decir, un 72% de lo que podriamos aprender como mucho.

Conclusiones

En la técnica RLT, elegir bien el criterio de ramificacién en funcién de las ca-
racteristicas del problema a resolver puede mejorar notablemente el rendimiento del
algoritmo. Es por eso por lo que hemos presentado un algoritmo de Machine Lear-
ning que es capaz de elegir un criterio de ramificacion basandose en propiedades
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Tabla 1: Media geométrica del tiempo necesario para cerrar una unidad del gap.

Best branching rule (across all instances) 1.736
Out-of-bag Q-RF 1.191
Optimal rule (instance by instance) 0.983
Improvement after learning (with Q-RF) 31.4%

Optimal improvement (upper bound for learning) | 43.4 %

calculadas sobre el problema.

Con esto logramos un incremento de rendimiento en el algoritmo, implementado
todo en el solver RAPOSa desarrollado en la Universidad de Santiago de Compos-
tela. El objetivo es que este método de aprendizaje no sea sélo 1til para este caso en
particular, sino que se pueda también aplicar a otras configuraciones de la técnica
RLT e incluso a otros algoritmos de optimizacion.
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Unha xornada de divulgacion.
“Matematicas: habelas hainas,
seguimos contandochas! 2021”

O mércores 24 de novembro de 2021 celebraronse as Xornadas Matemdticas:
habelas hainas, sequimos contdndochas! 2021 dun xeito semipresencial, na Aula
Magna da Facultade de Mateméticas e a través de Microsoft Teams. Este evento
supén a quinta edicién destas xornadas de divulgacion que contintdan a afianzarse
no dambito da nosa facultade.

Ditas xornadas, promovidas pola Comisién de Normalizacién Lingiiistica da Fa-
cultade de Matematicas e organizadas polo Comité do SII co apoio econémico do
Servizo de Normalizacién Lingiiistica, buscan a normalizacién do galego no ambito
tanto das matematicas coma da divulgacion cientifica. Tendo en conta este obxec-
tivo, a principal esencia das comunicacions orais consiste en amosar problemas ou
aplicaciéns das matematicas que estan presentes ou relacionados coa investigacion
levada a cabo na nosa facultade.

Durante a xornada, tiveron lugar sete charlas de tematica diversa,a cargo de
doutorandos e investigadores novos, e asociadas a diferentes ramas das matematicas,
representando as distintas areas de investigacion presentes no noso centro.

As contribuciéns orais coas que se contou neste evento foron as seguintes:

= “Matematicas a través do espello”, por M. Pilar Pdez Guillan.

Todos os nenos, a primeira vez que se miran nun espello, quedan abraiados e
preguntanse quen sera esoutro cativo que estd fronte a eles. Logo acostiimanse
a viviren rodeados de espellos e finalmente enténdenos. Alguns destes nenos,
ao medraren, deciden estudar Matematicas, e experimentan un proceso similar
ao do espello cando lles explican o espazo dual. Nesta charla intentaremos en-
tender as semellanzas entre estes dous obxectos e ver que, igual ca os espellos,
o espazo dual agardanos nos lugares maéis insospeitados.

= “Catdalogos, anuarios e bases de datos astronémicos”, por Xabier Pérez Couto.

Nesta charla falaremos da orixe e evolucién dos diferentes catdlogos astrono-
micos ao longo da historia, os cales constitiien unha das primeiras publicaciéns

91



92 SII i Puede ayudar la estadistica a la optimizacion?

cientificas da antigiiidade. Comezaremos abordando os de maior relevancia his-
térica, desde as primeiras recompilacions de estrelas da Antiga Mesopotamia,
ata as primeiras listaxes de obxectos astronémicos do ceo profundo, como o de
sobra conecido Catédlogo Messier. A continuacion, trataremos os méis empre-
gados na actualidade polos cientificos, tanto no eido da divulgacién (anuarios)
como no da investigacién (bases de datos).

= “Vide ver a Terra xirar”, por Maria Ferreiro Subrido.

Asi convidou Jean Bernard Leén Foucault ao pobo francés a presenciar a sia
famosa demostracién da rotaciéon do noso planeta no ano 1851. O experimento
do que se valeu para probar tal fenémeno non foi mais que a observaciéon do
comportamento do plano de oscilacion dun péndulo en movemento. A idea
desta charla é que nos acheguemos un chisco 4 modelizacién en xeometria
diferencial para describir xeometricamente ese comportamento. Matematicas,
habelas hainas, tamén detras da demostraciéon da rotaciéon da Terral

= “Sexamos positivas!”, por Lorena Saavedra Loépez.

A positividade é unha gran filosofia de vida, pero tamén é unha caracteristica
moi importante dalgunhas funciéns usadas en modelizaciéns sobre situaciéns
da vida real. Nesta charla centrarémonos na importancia de garantir que as
soluciéns de certos problemas sexan positivas. Porén, todo en exceso é malo,
polo que tanto nés como as nosas funciéns buscamos ser positivas, pero sen
pasarnos. Isto quere dicir que intentaremos obter soluciéns positivas, pero que
alcancen valores o maéis pequenos posibles. Aplicaremos os diferentes resul-
tados para ser do 44,77 % dos mateméticos que, como di Eduardo Sdenz de
Cabezo6n na sta charla TED, afirman que 7si no sabes matematicas se te cae
el puente?.

= “Todos os caminos levan a topoloxia”, por David Mosquera Lois.

Nesta charla comezaremos por presentar un problema da robdtica e do deseno
de algoritmos. A continuacién, tentaremos formalizalo en termos matemaéticos.
Veremos como iso nos leva de xeito natural ao estudo da topoloxia.

= “As matematicas nas bucinas de Nacho Porto”, por Sara Recondo Estévez.

E cotidan escoitar que as matematicas estdn en todo o que nos rodea, pero
poderiase pensar que tefien cabida dentro da arte cerdmica? Nun dos TFMs
propostos no Mestrado de Matemaética Industrial embarcamonos co ceramista
galego Nacho Porto na aventura de caracterizar o comportamento actustico
das stias bucinas ceramicas mediante o modelado matematico e a simulacién
numérica. O obxectivo principal deste proxecto consistiu en cuantificar as
respostas fisicas e o comportamento acustico que Nacho percibia sobre as
suas bucinas, permitindolle conecer mellor os seus produtos e apreciar, por
exemplo, a grande influencia que certos aspectos da etapa de desefio poden
ter no seu xeito de soar.



= “Axudando a Pepa A Loba”, por Andrea Vilar Alvarez.

Pepa A Loba foi unha bandoleira galega de finais do século XIX, arquetipo
do denominado 7bandoleirismo xeneroso?, que lles roubaba s caciques para
logo repartir o botin entre as clases sociais mais desfavorecidas. Neste 2021,
Pepa actualizou o seu modus operandi e xa non asalta incautos nos caminos,
senén que intenta vencer as maquinas comecartos dos casinos? pero non estd
a darlle moi bos resultados! Seremos quen de formar parte da banda da Loba
por uns intres e desenar unha estratexia que lle permita obter beneficios nun
tempo razoable?

A informacién anterior, incluindo diversos videos sobre as xornadas, esta disponi-
ble en: https://www.usc.gal/gl/servizos/snl/dinamizacion/habelashainas2021.html.
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